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introdução 
Deveria um matemático olhar para um abacaxi, um favo de mel, ou uma 
bola de futebol, com o mesmo caráter contemplativo que o fazem aqueles que 
querem, respectivamente, apenas degustá-los, ou apreciá-la em seu espirito 
esportivo? 
história mostrou que não. O matemático foi além da observação 
coloquial, e observou cientificamente as estruturas poliedrais. 
00 presente trabalho reúne informações acerca dos resultados obtidos com 
o envolvimento histórico do homem com os sólidos, particularmente os poliedros de 
faces planas, que estejam dotados de alguma regularidade. Procurou-se trazer 
informações acerca de suas concepções à luz da geometria, bem como de suas 
manifestações na arte em geral. 
Desta forma, o trabalho acabou reunindo um volume considerável de 
informações, que, gozando da idoneidade objetivada, podem servir de fonte de 
consulta aos acadêmicos em curso. 
Pa rte I 
"Os desenhos do matemático, como os do pintor ou do 
poeta, tem que ser belos; as idéias, como as cores ou as 
palavras, devem relacionar-se de maneira harmoniosa. A beleza é 
a primeira prova: não há lugar permanente no mundo para as 
matemáticas feias." 
G. H. Hardy 
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1. Poliedros de Faces Planas 
Quando a intersecção de quatro ou mais pianos distintos faz resultar, em 
cada um deles, uma curva poligonal fechada não auto-interceptada  (polígono), 
encontra-se esboçado um ente geométrico sólido (fig. 1). A este sólido, que está 
então limitado por polígonos, que têm dois a dois um lado comum, chama-se de 
poliedro (das palavras gregas pays, muitos e hedro, face). Denominam-se faces, 
os polígonos que delimitam o sólido; arestas, os lados dos polígonos; e vértice, o 
ponto comum a pelo menos três arestas. 
Figura 1 — Poliedro de faces planas gerado pela interceptaga'o de cinco planos distintos. 
C 
Figura 2 — Sólido Côncavo. 
I .1. Poliedros Convexos e Poliedros Côncavos 
Mesmo que se restrinja a observação aos poliedros que possuem as faces 
planas, ainda assim se está tratando de uma família infinita de sólidos geométricos. 
Pode-se fazer uma primeira grande separação em dois grupos principais neste 
universo de poliedros, distinguindo-os em poliedros convexos e poliedros côncavos, 
ou não-convexos. 
Denomina-se convexo, o poliedro que a partir de qualquer uma de suas 
faces, for possível observar que todo ele está contido no semi-espaço definido pelo 
plano onde repousa esta face; ou equivalentemente, um poliedro é dito convexo se 
traçando um segmento de reta entre quaisquer dois pontos dele, este segmento 
estiver totalmente contido no poliedro. Os demais poliedros são não-convexos. 
figura adima (fig. 2) ilustra um sólido côncavo. Levando em consideração 
a face que contém o ponto A, ou a face que contém o ponto B, e considerando os 
semi-espaços definidos por cada uma delas, encontra-se nas duas situações parte 
do poliedro em cada um dos dois semi-espaços; ou ainda, considerando-se o 
segmento AB, pode-se verificar a existência de um ponto C, pertencente à AB, que 
não pertence ao sólido, logo o poliedro é côncavo. Uma maneira um pouco menos 
apurada, mas que com o auxilio da primeira definição, permite verificar se um 
sólido é ou não convexo, é pensá-lo de encontro a uma parede, ou seja, em um 
sólido convexo, pode-se encostar qualquer uma de suas faces, totalmente, contra 
uma parede. 
1.1.2. Poliedros Regulares Convexos 
Observa-se na geometria do plano uma infinita e diversificada variedade de 
polígonos. Aqueles polígonos, que têm todos seus lados congruentes e todos os 
seus ângulos congruentes, denominam-se polígonos regulares. Podem ser 
identificados como sendo resultado da ligação dos pontos consecutivos, obtidos 
com a divisão em partes iguais, de número maior ou igual a três, de uma 
circunferência. Esta regularidade parece ter influenciado diversos estudiosos ao 
longo dos tempos, e os poliedros, estando restritos a esta regularidade dos 
polígonos que os compõem, originam algumas famílias finitas, ou até mesmo de 
incontáveis entes geométricos. 
Quando um sólido geométrico estiver todo definido por regiões poligonais 
regulares, todas com o mesmo número de lados, e se em cada vértice for 
observada a convergência do mesmo número de arestas; tem-se então defi nido o 
poliedro regular. Como os lados das figuras poligonais são congruentes, então 
também são congruentes as suas arestas. Assim, o polígono regular tem faces, 
arestas e vértices congruentes. 
Observadas estas exigências dentro da família dos convexos, foi 
comprovado ao longo dos tempos a inexistência de qualquer outro sólido, além dos 
cinco sólidos de Platão, que ora são chamados de figuras cósmicas, ora são 
chamadas de poliedros (ou sólidos) pitag6ricos. A construção destas figuras 
(tetraedro regular; hexaedro regular, ou cubo; octaedro regular, dodecaedro regular 
e o icosaedro regular) seja pela forma intuitiva dos pitag6ricos de admitir sua 
regularidade, seja pela forma cosmogõnica com que a trataram os platônicos, seja 
pelo rigor com que Euclides a tratou em seu livro XIII, dos Elementos, ou ainda pelo 
método sugerido por Pappus, será explorada detalhadamente no decorrer deste 
trabalho. Por este motivo, sua apresentação está limitada temporariamente ás 
figuras 3 à 17, onde além de suas perspectivas também estão esboçadas suas 
características quanto ao número de faces e arestas, suas projeções ortogonais ou 
vistas de outros pianos (ou ambas), e planificações. 
() 
Tetraedro Regular 
 
4 faces triangulares 
4 vértices 
6 arestas 
 
Figura 3- Tetraedro Regular. 
Figura 4 - Projeções do Tetraedro. 	
Figura 5 - Planificação do Tetraedro. 
Hexaedro Regular ou Cubo 
6 faces quadrangulares 
8 vértices 
12 arestas 
Figura 6- Hexaedro Regular. 
         
         
         
         
         
         
         
         
         
Figura 7- Projeção do Hexaedro. Figura 8- Planificação do Hexaedro. 
Octaedro Regular 
 
8 faces triângulares 
6 vértices 
12 arestas 
 
Figura 9- Octaedro Regular. 
Figura 11 - Planificação do Octaedro. 
Figura 10- Projeção do Octaedro. 
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12 faces pentagonais 
20 vértices 
30 arestas 
Figura 14— Planificação do Dodecaedro. 
20 faces triangulares 
12 vértices 
30 arestas 
Dodecaedro Regular 
Figura 12— Dodecaedro Regular. 
Figura 13— Projeção do Dodecaedro. 
Icosaedro Regular 
Figura 15 — lcosaedro Regular. 
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Figura 17— Planificação do Icosaedro. 
Figura 16— Projeção do kosaedro. 
Planificações como estas apresentadas, já eram comuns no Renascimento. 
Albrecht Darer valia-se delas para a construção dos sólidos, e na obra 
Underveissung der messung apresenta planificações de vários poliedros regulares 
e semi-regulares. 
Uma das formas de demonstrar a regularidade de um poliedro convexo, e 
conseqüentemente de que não podem existir outros além dos cinco apresentados, 
é através do déficit angular ou desvio esférico, contribuição de Reneé Descartes 
(1596-1650). Curiosamente, os manuscritos que continham tais argumentações 
estiveram submersos no Rio Sena por três dias, vitimas de um  naufrágio. Em 1676 
foram copiados por Leibnitz e perderam-se novamente. Já a 
 cópia de Leibnitz foi 
encontrada em Hannover, na Alemanha, duzentos anos depois de, também, haver 
desaparecido. 
Descarte definiu como déficit angular, a 
 diferença que existe entre o ângulo 
que "rodeia" um ponto qualquer no plano (360 0 
 ou 27t) e a soma dos ângulos das 
faces de um poliedro convexo que convergem para um determinado ponto (vértice), 
que é sempre inferior a 2m. Assim 8 = 2n - (soma dos ângulos em torno do vértice), 
onde O é igual ao déficit angular. 
A figura 18 ilustra em ordem crescente o déficit angular dos sólidos 
platônicos, onde a figura que tem o maior déficit é aquele onde o ângulo sólido é 
mais fechado, tetraedro; e o de menor déficit, dodecaedro, é o que tem o ângulo 
sólido mais aberto, mais se aproximando de uma esfera. 
l o 
cubo 	 tetraedro 
3E5 N 
dodecaedro icosaedro 
Figura 18 — Déficit Angular dos Sólidos Platônicos. 
0 que Descartes bem observou, é que a soma dos deficits angulares junto 
aos vertices dos sólidos platônicos é igual a 471. 
DODECAEDRO = 20 (vértices) x Tc/5 (deficit angular) = 47[. 
6ICOSAEDRO = 12 x TT/3 -= 
60CTAEDRO = 6 x 27T/3 = 47r. 
8cuBo = 8 x 71/2 --= 
6TETRAEDRO = 4 x it = 47t. 
1.1.3. Poliedros Regulares Côncavos 
Intui-se da definição de polígono regular dada anteriormente, de que se 
esta tratando apenas de  polígonos regulares convexos, porém a definição não trás 
explicitamente a condição de que assim o sejam. 
Relaxando um pouco da definição e permitindo a intersecção dos lados, 
pode-se admitir como sendo regulares figuras poligonais como o pentagrama. 
Poligonos não-convexos (ou polígonos côncavos) podem ser identificados, 
quando se tomando um de seus lados, e observando-se os dois semiplanos 
definidos pela reta onde se assenta este lado, puder ser verificado que todo o 
polígono encontra-se apenas dentro de um dos semiplanos. A figura 19 ilustra a 
obtenção de alguns destes polígonos não-convexos, a partir do prolongamento dos 
lados de poligonos regulares convexos. 
quadrado 
triângulo 
eqüilatero 
/11\ 
pentagon° 
\ 
hexágono 
	
heptagon° 
Figura 19— Estrela ções de Polígonos Regulares. 
Observa-se que no caso do triângulo equilátero e do quadrado não 
acontece a formação de um novo 
 polígono, pois não existe a interceptação, no 
plano, dos lados prolongados. Porém no caso do 
 pentágono, do hexágono e do 
heptágono 
 nota-se a formação de novas figuras poligonais não-convexas, com 
cinco (corno detalhar-se-6 mais adiante), seis e sete lados congruentes, 
respectivamente, e que formam ângulos congruentes, quando da observação de 
cada par de lados consecutivos; logo são 
 polígonos regulares. As figuras assim 
formadas, pela sua semelhança, chamam-se estrelações de polígonos regulares. 
Pode-se notar ainda no caso do heptágono, que este admite uma segunda 
estrelação, mantendo-se ainda como sendo um polígono regular. 
Admitindo-se que os polígonos estejam definidos por segmentos de retas 
congruentes, as suas estrelações nada mais são do que a consideração destes 
segmentos, dispostos de maneira uniforme, em segmentos maiores, os quais por 
sua vez, também são congruentes e gozam das propriedades poligonais; no caso 
do heptágono, 
 admite-se que estes estejam contidos em outros segmentos ainda 
maiores, que dão origem a um terceiro polígono. 
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Foi observado inicialmente, que um poliedro resulta da intersecção de 
pianos, assim sendo, cada face do poliedro repousa sobre um determinado plano, 
ou seja, é parte deste plano. Pensando-se comparativamente ao que sugere a 
estrelação dos polígonos, tomando-se porções até então secundárias, da 
intersecção destes planos, obtém-se aquilo que se pode chamar de estrelação do 
poliedro. 
Avaliando-se os pianos que dão origem ao dodecaedro regular, e tomando-
se a porção dele, relativa a seis pentágonos, os quais estão dispostos de forma que 
cada lado do pentágono que representa uma porção do plano GB,  seja comum a um 
dos lados de cada um dos pentágonos A, C, D, E e F (fig. 20), os quais 
representam também  porções dos pianos distintos aA, ac, ac, GE e aF 
respectivamente. 
Admitindo-se A', C', D', E' e F' 
como sendo porções dos planos que 
continham A, C, D, E e F, respectiva-
mente, observou-se a construção sobre 
a face B, de uma pirâmide pentagonal 
(fig. 21); onde A', C', D', E' e F' 
representam triângulos congruentes. 
Figura 20 - Parte de um dodecaedro. 
 
Estendendo-se o processo às 
demais faces do dodecaedro original, 
obtém-se a figura que se segue (fig. 22), 
representando sobre cada uma das 
faces, uma pirâmide congruente a 
pirâmide de base E, e representando a 
primeira das possíveis estrelações do 
F dodecaedro regular. r 
Figura 21 - Pirâmide Pentagonal formada junto 
a um dodecaedro. 
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Figura 22 — Primeira Estrela ção do Dodecaedro. 
Faz-se necessário, neste interim, esclarecer uma pequena confusão 
tradicionalmente feita com respeito aos  polígonos estrelados, para então se 
procurar entender corretamente a figura obtida acima como um sólido regular. 
Utilizou-se como exemplo, o histórico pentagrama dos pitag6ricos. Parece 
consensual, mesmo no meio acadêmico, que a figura 23 (na página seguinte), 
possui dez lados. Admitindo-se como correta esta argumentação, estar-se-ia 
permitindo conceber a existência de dez vértices no referido polígono, o que o 
excluiria do rol dos polígonos regulares, pois o Angulo a, formado junto ao vértice L, 
da junção dos lados A e B, é visivelmente menor que o ângulo s, formado junto ao 
vértice M, da junção dos lados B e C. No entanto, pela construção, pode-se 
observar a colinearidade dos supostos lados B e E, D e G, F e I, H e A, e J e C. De 
fato, os segmentos LP, NR, Ri, RL e TN, que contêm B e E, D e G, F e I, H e A, e J 
e C, respectivamente, são os lados do pentagrama; e os supostos vértices M, 0, Q, 
U e S são os pontos de intersecção destes segmentos. Assim sendo, 
verdadeiramente, são vértices apenas L, N, P, R e T, que são dados pelo encontro 
de seus lados consecutivos; e os ângulos formados junto a eles são todos iguais; e 
como também são iguais os lados, admite-se o pentagrama como um polígono 
regular de cinco lados (aliás, como sugere o grego pentágrammon: penta, cinco e 
grammon, linha). 
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R 	 P 
Figura 23 — Pentagrama. 
Da mesma forma, cabe avaliar a figura 22 (exposta anteriormente), com 
respeito as suas verdadeiras faces, arestas e vértices. Poder-se-ia pensar como 
sendo faces os sessenta triângulos isósceles que 
 compõem a figura sólida; arestas 
os lados comuns destes triângulos, e vértices, tanto os ângulos sólidos conexos, 
quanto os ângulos sólidos côncavos. Julgando-se desta forma, estar-se-ia caindo 
no mesmo erro de interpretação que comumente é feito do pentagrama. 
Figura 24 — Pequeno Dodecaedro Estrelado. 
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Observando-se a figura 24, e levando-se em consideração o destaque feito 
em diferentes tonalidades, que fazem referência aos distintos planos que formam o 
sólido, pode-se notar que sobre cada um destes doze pianos repousa um 
pentagrama, e cada um destes pentagramas permite a interceptação por outros 
cinco pentagramas. Desta maneira, pode-se concluir que a figura é um sólido 
geométrico onde as faces são doze pentagramas (que admitem interceptações 
entre si), as arestas são os lados destas faces, e os doze vértices são apenas 
aqueles cujos ângulos sólidos, formado junto a eles, são convexos; pois são 
terminações, ou extremidades das arestas; relegando aos ângulos sólidos 
côncavos apenas a conotação de "falsos vértices". Os pentagramas, como foi visto, 
são polígonos regulares, e em cada vértice da figura observa-se a convergência do 
mesmo número de arestas, logo se tem esboçado um poliedro regular. 
A C B 
Figura 25 
Planificação de uma Pirâmide de Base 
Pentagonal. 
Como se observou anterior-
mente, a figura é proveniente de uma 
estrelação do dodecaedro regular (a 
primeira delas), e por isto recebeu o 
nome de pequeno dodecaedro 
estrelado. 
Para se entender o pequeno do-
decaedro estrelado no plano, basta que 
se considere a metade de um decágono 
regular, como o da figura 25. Para tanto, 
deve-se unir os lados A e B, obtendo-se 
Figura 26 
Planificação do Pequeno Dodecaedro Estrelado. 
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Figura 28 
Projeção do Pequeno Dodecaedm Estrelado. 
uma pirâmide pentagonal de ápice C e base pentagonal, como cada uma das doze 
pirâmides pentaedrais que  compõem o referido sólido. 
A figura 26 esboça a planifi-
cação do pequeno dodecaedro 
estrelado. As linhas tracejadas 
representam além das dobras, as partes 
que efetivamente podem ser 
apresentadas unidas. 0 ponto C 
representa um dos vértices de pequeno 
dodecaedro estrelado (e também ápice  
da pirâmide pentaedral — vide figura 25). 
Figura 27 
Montagem do Pequeno Dodecaedro. 
A figura 27 ilustra a maneira 
como cada pirâmide pentaedral (de 
ápice C) estaria montada sobre o 
dodecaedro original. 
A figura ao lado, trás a projeção 
ortogonal do referido poliedro regular. 
Este poliedro pertence a uma 
categoria que começou a ser estudada 
por Johannes Kepler (1571-1630), os 
poliedros estrelados. 
Já no Renascimento, num 
mosaico atribuído a Paolo Ucello 
(1420-1425) na Catedral de São Marcos, em Veneza, encontra-se uma figura deste 
tipo (fig. 24), em que se supondo ser a parte posterior simétrica a que é visível,  
admite-se estar tratando do sólido aqui apresentado. 
Assim como alguns polígonos admitem mais de uma estrelação (heptágono 
como visto), certos poliedros também o permitem, e este é o caso do dodecaedro. 
Kepler observou que prolongando as faces (pentagramas) do pequeno dodecaedro 
estrelado, obtinha um novo sólido regular não-convexo, ao qual chamou de grande 
dodecaedro (fig. 29). 
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As faces do grande dodecaedro são agora pentágonos regulares, e são 
somente em número de doze, e tal como o pequeno dodecaedro estrelado, ele tem 
doze vértices e trinta arestas. 
Figura 29— Grande Dodecaedro (segunda estrelagao do dodecaedro). 
Figura 30 	 Figura 31 
Projeção do Grande Dodecaedro. 	 Planificação do Grande Dodecaedro. 
As figuras 30 e 31 trazem, respectivamente, uma exploração em outro 
plano do grande dodecaedro, onde as linhas tracejadas aqui representam os falsos 
vértices; e a sua planificação. 
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Apesar de ficar evidente pela forma como foi aqui apresentada, a derivação 
destes dois sólidos estrelados do dodecaedro regular, algumas fontes comentam 
não existir qualquer indicação de que Kepler os tenha associado com os sólidos 
platônicos, ou de que tenha observado que estes dois sejam poliedros regulares. 
Louis Poinsot (1777-1859), reestudou estes sólidos estrelados, redescobriu 
o peguento dodecaedro estrelado e o grande dodecaedro (redescobriu, porque não 
existem evidencias de que tenha tido ou não conhecimento do trabalho de Kepler) 
e em 1809 (ou 1810, segundo outras fontes) apresentou-os juntamente com outros 
dois, reconhecendo de certa maneira sua regularidade. Não se encontraram 
informações a respeito dos nomes, que Poinsot atribuiu a esta "redescoberta", 
adotou-se como sendo os nomes anteriores, e os quatro poliedros estrelados são 
conhecidos por poliedros de Kepler-Poinsot. 
Prolongando as faces do grande dodecaedro, Poinsot obteve um novo 
sólido regular, onde as faces são novamente pentagramas (como visto na figura 19, 
o pentagrama é a estrelação do pentágono). 0 novo sólido é chamado de grande 
dodecaedro estrelado (fig. 32). 
FiDra 32 — Grande Dodecaedro Estrelado (terceira estrela ção do dodecaedro) 
0 grande dodecaedro estrelado possui doze faces, vinte vértices e trinta 
arestas. 
I () 
Figura 33 
Projeção Ortogonal do Grande Dodecaedro 
Estrelado. 
Figura 34 
Planificação de uma Pirâmide de Base 
Triangular. 
	
Para 	 planificar 	 o 	 grande 
dodecaedro estrelado, observe-se 
inicialmente que cada uma das vinte 
pirâmides triangulares que o compõem 
repousa sobre uma face do icosaedro 
regular associado. Esta pirâmide pode 
ser facilmente obtida, como sugere a 
figura 34, por três partes de um 
dodecágono regular. 
0 segundo sólido apresentado por Poinsot, é uma estrelação do icosaedro. 
Coxeter afirmou, no século XX, que este sólido possui cinqüenta e nove 
estrelações. Trata-se do grande icosaedro (fig. 35), 16a estrelação do icosaedro 
platônico. As faces do grande icosaedro são triângulos equiláteros, e são em 
número de vinte; os vértices são em número de doze, e as arestas são em número 
de trinta. 
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Figura 35 — Grande Icosaedro. 
Figura 36 
Planificação de cada uma das doze "pontas" do 
Grande Icosaedro. Figura 37— Montagem do Grande Icosaedro. 
A planificação pode ser obtida, tomando-se como base dez partes de um 
polígono regular de dezesseis lados; para compor cada um dos doze sólidos 
côncavos (pontas) que repousam sobre o delineamento do dodecaedro original, 
que agora também teria, como na figura 37, faces não-convexas. 
Conforme demonstrou Cauchy, em 1813, estes quatro são os Calicos 
poliedros regulares estrelados possíveis. Logo esta é a única das cinqüenta e nove 
estrelações de Coxeter que despertam interesse maior a esta parte do trabalho. 
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Algumas destas estrelações são sólidos compostos, os quais estão citados mais 
adiante. 
Resumidamente a figura 38, abaixo, apresenta os nove poliedros regulares, 
sendo válido ressaltar mais uma vez, que os últimos quatro, os sólidos de Kepler-
Poinsot, são provenientes de dois dos anteriores, mais especificamente do 
dodecaedro e do icosaedro. 
Figura .38 — Poliedros Regulares (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro, icosaedro, pequeno 
dodecaedro estrelado, grande dodecaedro, grande dodecaedro estrelado e grande icosaedro). 
1.1.4. Sólidos Semi-regulares ou Arquimedianos 
Provenientes das figuras platônicas existem também os sólidos semi-
regulares, ou sólidos arquimedianos, assim chamados por terem sido 
presumidamente expostos, teórica e pioneiramente, por Arquimedes de Siracusa 
(287-212 a.C.). 
Como grande parte das obras dos matemáticos 
 gregos, a quase totalidade 
das obras de Arquimedes, e em particular os seus tratados que davam conta das 
investigações sobre os sólidos semi-regulares, estão perdidos; e assim, acabaram 
passando desconhecidos por algumas civilizações. A primeira provável divulgação 
da obra de Arquimedes, que diga respeito aos sólidos semi-regulares, foi feita 
aproximadamente quinhentos anos depois dele, por Pappus de Alexandria. 
Posteriormente, quase dois milênios mais tarde, Johannes Kepler estudou 
pormenorizadamente algumas 
 famílias de poliedros, e em especial os sólidos 
arquimedianos, demonstrando a existência dos treze no Harmonice Mundi in Opera 
(1864), v, pp. 123-6, onde apresentou suas ilustrações e nomeou-os. É importante 
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destacar, que doze destes  sólidos já haviam sido redescobertos por artistas 
renascentistas. 
Os ditos sólidos são também chamados semi-regulares, por estarem 
encerrados por polígonos regulares (todos convexos), porém não sendo todos 
congruentes, como é o caso dos poliedros regulares; ou seja, é um relaxamento da 
definição de regularidade com relação à congruência das faces, mas mantendo-se 
a exigência da congruência dos vértices e arestas. Sera visto posteriormente que 
se faz necessário acrescentar a condição de uma dada simetria no solido, que leve 
qualquer vértice em um outro. 
Com a definição nestes moldes, poder-se-ia incluir na  família dos 
arquimedianos os prismas e antiprismas; bastaria para tanto que fossem retos e de 
faces regulares. Neste caso, a  família dos sólidos semi-regulares seria infinita (pela 
infinitude dos prismas, como é visto mais adiante); porém estes poliedros não são 
normalmente incluidos nesta  família, o que parece ser devido uma outra condição 
restritiva. Faz-se necessário que todo arquimediano esteja colocado dentro de um 
tetraedro regular, de forma que quatro de suas faces estejam dispostas 
coplanarmente as faces do tetraedro regular. 
Dos treze arquimedianos, presumidamente dois deles já haviam sido 
descobertos anteriormente por Platão (como se pode ver em Heron), e o método 
utilizado por ele não deve ter sido muito diferente daquele apresentado por 
Arquimedes, e depois por Kepler. 
Dado um sólido platônico (tomou-se como exemplo o cubo), seja passado 
por cada um de seus  ângulos sólidos um plano, de tal forma que a nova face obtida 
com este método seja um  polígono regular, e sejam regulares também, as figuras 
que restarão sobre as faces anteriores; estando garantidas ainda, as demais 
condições de semi-regularidade. 
Seja o cubo de arestas a: 
       
Deseja-se obter um solido semi-
regular de aresta b, deve-se para tanto 
verificar qual a porção de cada Angulo 
sólido que deve ser excluída. 
Tem-se b+2c=a e b2 =2c2 , 	 logo 
       
       
       
       
       
Figure 39 — Cubo de Aresta "a". 
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c\l2+2c=a = c=a(2-42)/2 Ou seja, 
passando planos cortantes por cada 
c 	 b 	 vértice do cubo, de forma que atinjam 
/ID 	 três arestas, proporcionalmente a (2- 
'12)12 da medida de cada uma delas, a 
partir do vértice que lhes é comum, 
estar-se-6 garantindo a regularidade 
das faces, e pela construção estão 
observadas também as congruências das arestas e dos vértices. 
Denomina-se truncadura o ato de interceptar um solido por um plano que é 
secante a ele. Chama-se de truncadura do vértice aquela feita num plano 
perpendicular ao eixo de rotação que passa pelo vértice, e de truncadura da aresta 
aquela que é feita por um plano paralelo à aresta. 
Quando se efetua unicamente a truncadura dos vértices, o solido resultante 
tem o número de faces dado pelo número de faces e de vértices do solido que lhe 
deu origem, pois a nova face é formada junto a cada vértice. Em se tratando de 
poliedros regulares, o número de lados do polígono regular obtido com a 
truncadura do vértice, está intimamente ligado ao número de arestas que 
convergem para este vértice. Com 
 três arestas, como é o caso do tetraedro, do 
cubo e do dodecaedro, uma truncadura direta faz resultar um triângulo equilátero; 
num vértice com quatro arestas é gerado um quadrado, caso do octaedro; e num 
vértice comum a cinco arestas, como é o caso do icosaedro, obtém-se um 
pentágono regular. 
No exemplo do cubo, fez-se uma truncadura do vértice, pois as diagonais 
maiores podem ser consideradas como seu eixo de rotação, e o plano que contém 
cada uma das novas faces obtidas está perpendicular a alguma destas diagonais. 
0 cubo possui seis faces e oito vértices, logo se sabe de antemão, que a figura 
obtida deve estar encerrada por quatorze faces, e pelo exposto, garantidamente 
oito delas são triângulos equiláteros; as seis restantes, que repousam sobre as 
faces do cubo original, dependem da agressividadde com que se impõe a 
truncadura. Retirando-se os cantos de cada quadrado que 
 compõem o cubo, 
obtêm-se octágonos, e da forma como foram obtidos, estes octágonos são 
regulares, logo, logrou-se êxito em obter um solido arquimediano com quatorze 
Figura .40 — Parte de Solido de Aresta "b". 
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faces, sendo oito triângulos equiláteros e seis pentágonos regulares. 0 sólido 
original e o processo de truncar nomeiam este poliedro, cubo truncado (figs. 41 a 
43). 
 
14 faces 
8 triângulos equiláteros  
6 octágonos regulares 
24 vértices 
36 arestas 
 
 
Figura 41 — Cubo Truncado. 
 
   
Figura 42 — Planificação do Cubo Truncado. 	 Figura 43— Projeção do Cubo Truncado. 
Impondo-se às faces do cubo a retirada dos cantos de maneira 
mais intensa e ainda simétrica, de forma que as figuras resultantes sobre eles 
sejam quadrados adiantados de 90 0 
 em relação aos quadrados originais, obtém-se 
um novo sólido, ainda com quatorze faces, o cuboctaedro (figs. 44 a 46). 
14 faces 
8 triângulos eqUiláteros 
6 quadrados 
12 vértices 
24 arestas 
Figura 44— Cuboctaedro. 
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Figura 45— Planificação do Cuboctaedro. Figura 46— Projeção do Cuboctaedro. 
0 nome cuboctaedro lhe foi atribuído pelo fato de poder ser proveniente, 
através de truncaduras diretas dos vértices, tanto do cubo, quanto do octaedro; a 
diferença está em que quando advier do cubo, os quadrados mantêm-se sobre as 
faces originais, e quando for proveniente do octaedro, quem se mantém sobre as 
faces originais são os  triângulos eqUiláteros. 
Figura 47— Processo de Obtenção do Cuboctaedro. 
A figura 47 ilustra o processo de obtenção do cubo truncado e do 
cuboctaedro a partir do cubo. Na parte (a), verifica-se que o cuboctaedro pode ser 
obtido de uma truncadura direta dos vértices do cubo, enquanto a parte (b) mostra 
que isto pode acontecer também, a partir de uma modificação da truncadura que 
originou o cubo truncado. 0 mesmo vale para a obtenção do cuboctaedro a partir 
do octaedro. 
Do octaedro também, por truncadura dos vértices, deixando hexágonos 
regulares junto As faces, obtém-se o octaedro truncado (figs. 48 a 50). 
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Figura 49 
Planificação do Octaedro Truncado. 
Figura 50 
Projeção do Octaedro Truncado. 
14 faces 
6 quadrados 
8 hexágonos regulares 
24 vértices 
36 arestas 
Figura 48 — Octaedro Truncado. 
Obtido o cuboctaedro, seja do cubo ou do octaedro, e fazendo-se 
truncaduras junto aos seus vértices de forma que restem em suas faces originais, 
hexágonos e octágonos regulares, obtém-se o cuboctaedro truncado ou grande 
rombicuboctaedro (figs. 51 a 53). 
 
26 faces 
12 quadrados 
8 hexágonos 
6 octágonos 
48 vértices 
72 arestas 
 
Figura 51 — Cuboctaedro Truncado. 
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Figura 52. 	 Figura 53. 
Planificação do Cuboctaedro Truncado 
	 Projeção do Cuboctaedro Truncado 
0 processo para obtenção do cuboctaedro truncado não se dá de forma tão 
direta como visto até então. Junto a cada vértice do cuboctaedro se tem triângulo 
eqUilátero e quadrado, onde os lados destes  polígonos são iguais. Porém, com o 
auxilio da figura 54 se pode observar que para um ponto P qualquer, sobre a aresta 
AB, onde P B, tem-se r < s; logo, não é possível obter quadrados de truncaduras 
diretas dos vértices do cuboctaedro, pois os  polígonos obtidos junto a eles são 
retângulos, no caso, de lados re s. 
A 
Figura 54 - Planificação de Parte do Vértice do 
Cubo ctaedro. Figura 55- Posição Intermediária entre o 
Cuboctaedro e o Cuboctaedro Truncado. 
Faz-se necessário, então, transformar estes retângulos (fig. 55) em 
quadrados, e isto só é possível com uma transformação da truncadura que levou o 
cubo ou o octaedro ao cuboctaedro, semelhantemente ao processo ilustrado na 
figura 47 (b). 
De maneira semelhante ao cuboctaedro truncado, com transformação de 
retângulos em quadrados, leva-se o cuboctaedro ao rombicuboctaedro, ou 
pequeno rombicuboctaedro (figs. 56 a 58), como também se pode obtê-lo por 
transformações das truncaduras do cuboctaedro truncado. 0 pre fixo rombi é 
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proveniente da característica destas figuras de poderem ser inscritas em sólidos 
com faces re•mbicas. 0 rombicuboctaedro, oriundo do cuboctaedro, ou do 
cuboctaedro truncado, está sendo indiretamente produzido a partir do cubo, ou do 
octaedro, por meio de truncaduras dos vértices, e modificações destas; no entanto, 
ele pode ser gerado diretamente, por meio de truncaduras das arestas, destes dois 
sólidos platônicos. 
26 faces 
8 triângulos eqUiliteros 
18 quadrados 
24 vértices 
42 arestas 
Figura 56 — Rombicuboctaedro. 
Figura 57 — Planificação do Rombicuboctaedro. 
Figura 58 — Projeção do Rombicuboctaedro. 
Do tetraedro, por truncadura direta dos vértices, e deixando hexágonos 
regulares em suas faces, obtém-se o tetraedro truncado (figs. 59 a 61). Este é o 
único solido arquimediano obtido a partir do tetraedro. 
29 
8 faces 
4 triângulos equiláteros 
 
4 hexágonos regulares 
12 vórtices 
18 arestas 
Figura 59— Tetraedro Truncado. 
       
 
Figura 60 
Planificação do Tetraedro Truncado. 
 
  
Figura 61 
Projeção do Tetraedro Truncado. 
A partir do icosaedro, truncando os vértices e fazendo restar hexágonos 
regulares em suas faces, obtém-se o icosaedro truncado (figs. 62 a 64). 
 
32 faces 
12 pentágonos regulares 
20 hexágonos regulares 
60 vértices 
90 arestas 
 
Figura 62— lcosaedro Truncado. 
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Figura 63 - Planificação do lcosaedro Truncado. Figura 64 
Projeção do Icosaedro Truncado. 
Com um golpe maior em seus ângulos sólidos, perpendiculares ao seu eixo 
de rotação, ou com modificações na truncadura anterior (que  levou ao icosaedro 
truncado), de forma a restarem triângulos em suas faces, obtém-se o 
icosidodecaedro (figs. 65 a 67). 0 icosidodecaedro, como o próprio nome já diz, 
pode ser obtido por truncadura dos vértices do dodecaedro. 
 
26 faces 
20 triângulos equiláteros 
12 pentágonos regulares 
30 vértices 
60 arestas 
 
Figure 65- icosidodecaedro. 
Do dodecaedro ainda se obtém, com a truncadura dos vertices, o 
dodecaedro truncado (figs. 68 a 70). Nesta truncadura sobram decágonos 
regulares sobre as faces do dodecaedro. 
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Figura 66- Planificação do Icosidodecaedro. 
Figura 67- Projeção do lcosidodecaedro 
32 faces 
20 triângulos equiláteros 
12 decágonos regulares 
60 vértices 
90 arestas 
Figura 68- Dodecaedro Truncado. 
Figura 69 - Planificação do Dodecaedro Truncado. Figura 70 
Projeção do Dodecaedro Truncado. 
Com as truncaduras dos vértices do icosidodecaedro obtém-se o 
icosidodecaedro truncado, ou grande rombicosidodecaedro (figs. 71 a 73), 
porém, novamente se tem o problema das faces novas serem retângulos e não 
quadrados. Faz-se necessário empregar o mesmo recurso descrito no caso do 
cuboctaedro truncado. 
 
62 faces 
30 quadrados 
20 hexágonos 
12 decágonos 
120 vertices 
180 arestas 
 
Figura 71 — lcosidodecaedro Truncado. 
    
Figura 73 - Projeção do 
lcosidodecaedro Truncado. Figura 72— Planificação do lcosidodecaedro Truncado. 
A partir do icosidodecaedro, necessitando ainda da transformação dos 
retângulos em quadrados, ou com transformação das truncaduras que levaram o 
icosidodecaedro ao icosidodecaedro truncado, obtém-se o rombicosidodecaedro, 
ou pequeno rombicosidodecaedro (figs. 74 a 76). Como no caso do 
rombicuboctaedro, o rombicosidodecaedro pode ser obtido diretamente do 
icosaedro, ou do dodecaedro, através de truncaduras das arestas. 
33 
Figura 75- Planificação do Rombicosidodecaedro. 
 
62 faces 
20 triângulos equiláteros 
30 quadrados 
12 pentágonos regulares 
60 vértices 
120 arestas 
 
Figura 74- Rombicosidodecaedro. 
Figura 76- Projeção do 
Rombicosidodecaedro. 
Alguns autores gostam de salientar que podem ser obtidos tanto do cubo, 
quanto do octaedro, o cubo truncado, o cuboctaedro e o octaedro truncado; assim 
como podem ser obtidos tanto do icosaedro, quanto do dodecaedro, o icosaedro 
truncado, o icosidodecaedro e o dodecaedro truncado. 
Os dois sólidos arquimedianos restantes, o cubo achatado (fig. 77 a 79) e o 
dodecaedro achatado (figs. 80 a 82), não podem ser obtidos por sucessões de 
truncaduras, como os descritos até então. No entanto, cada um deles possui duas 
formas, que são como a imagem real e a imagem de um espelho (formas 
enantiomórficas). 
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 38 faces 
32 triângulos eqUiláteros 
6 quadrados 
24 vértices 
60 arestas 
 
Figura 77— Cubo Achatado. 
Figura 78 
Planificação do Cubo Achatado (esquerdo e direito). Figura 79 
Projeção do Cubo Achatado. 
 
92 faces 
80 triângulos eqUiláteros 
12 pentágonos regulares 
60 vértices 
150 arestas 
 
Figura 80— Dodecaedro Achatado. 
3 5' 
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Figura 81 
Planificação do Dodecaedro Achatado. 
Figura 82 
Projeção do Dodecaedro Achatado. 
O matemático francês Jean-Frangois Rotgé, mostrou em 1984, que estes 
dois poliedros podem ser obtidos do octaedro e do icosaedro mediante 
determinadas truncaduras especiais, onde repouse em cada uma de suas faces, 
triângulos eqUiláteros, como os representados na figura 83(a), onde a razão r entre 
os cortes de cada segmento seja aproximadamente igual a 1,839; ou seja: 
r= BR:RA = CP:PB = AQ:QC=41,839. 
Figura 83— Truncadura Especial do Cubo e Dodecaedro Achatado. 
Unindo-se convenientemente os vértices destes 
 polígonos, de forma que se 
obtenha quadrados junto aos vértices do octaedro e hexágonos junto aos vértices 
do icosaedro, e que as demais faces sejam todas 
 triângulos equiláteros 
congruentes a este, obtém-se o cubo achatado e o dodecaedro achatado 
respectivamente. 
As outras formas podem ser obtidas considerando-se que os triângulos que 
repousam nas faces originais do icosaedro e do dodecaedro sejam dados pela 
figura 83(b), onde: 
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r= RA:BR = PB:CP = QC:AQ 1,839. 
Figura 84 — Rombicuboctaedro e 	 Figura 85 
Pseudorombicuboctaedro. 	 Vértice do Pseudorombicuboctaedro. 
Girando-se a calota inferior do rombicuboctaedro (fig, 84.a), de 45 0 , obtém-
se um novo sólido (fig. 84.b), que atende as exigências de semi-regularidade 
adotadas por Arquimedes e Kepler, de que todos os vértices sejam congruentes. 
Na verdade todos os vértices são da forma apresentada na figura 85, logo são 
congruentes. 
Daquilo que sobrou de Arquimedes, não se vê referência a algum outro 
sólido semi-regular. No entanto, Kepler chega a falar de um décimo quarto, mas 
sem que o tenha esboçado; então não se sabe ao certo se o sólido da figura 84(b), 
era o poliedro ao qual ele se referia. 
Entretanto, como chamou a atenção Malkevitch, quando se exige a 
transformação de simetria do poliedro, que transforme cada um dos vértices num 
outro qualquer, o sólido deixa de ser candidato a poliedro arquimediano; pois não 
existe nenhuma transformação de simetria que leve do vértice A no vértice B. Por 
este motivo, o sólido acima não é considerado um sólido arquimediano, e recebe o 
nome de pseudorombicuboctaedro. 
1.1.5. Prismas e Antiprismas 
Alguns autores consideram como sendo poliedros arquimedianos também 
os prismas e os antiprismas, o que tornaria (caso fosse consensual) infinito, o 
grupo dos semi-regulares, pois os prismas e antiprismas representam uma família 
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altura (h) aresta 
lateral 
face 
lateral ,/ 
aresta da v 
base base 
base 
incontável de poliedros de faces planas, tanto os convexos, quanto os não-
convexos. 
A denominação do prisma é dada pelo número de lados do polígono que 
constitui as suas bases. As bases são faces poligonais congruentes, paralelas, e 
dispostas na mesma orientação, ou seja, os lados homólogos das faces poligonais 
são paralelos, de modo que ao serem unidos os vértices homólogos das duas 
bases, obtêm-se retângulos (nos prismas do tipo reto), ou paralelogramos (no caso 
dos prismas inclinados). 
Figura 86 — Prisma Pentagonal Obliquo. 
Pode-se observar na figura 86, que os lados das bases poligonais e a união 
dos vértices, denominam-se arestas do prisma. Quando os prismas são do tipo 
reto, suas arestas laterais são perpendiculares aos pianos das bases. Da figura 
vem tambem, que se chama altura h, do prisma, a distância entre os pianos a e (3 
que contém as suas bases. Novamente, no caso dos prismas do tipo reto, a altura 
coincide com a medida de um dos lados dos retângulos que compõem as faces 
laterais. 
De igual maneira também estão formados os antiprismas, sendo que a 
diferença fundamental repousa no fato de que as faces poligonais necessariamente 
iguais (bases) estão ligeiramente adiantadas uma da outra, ou seja, elas estão 
paralelas, porém os lados homólogos não são paralelos, de forma que ao unirem-
se os vertices homólogos, inicio com inicio e final com final, obtêm-se segmentos 
3S 
aresta 
lateral 
face 
lateral 
aresta da 
base 
cruzados no espaço, configurando-se quatro pontos não coplanares. Assim, 
unindo-se novamente dois destes vértices, agora adicionalmente inicio com final, 
por exemplo, obtêm-se pares de faces triangulares iguais e alternadas em 
orientação. Conseqüentemente, os antiprismas estão formados por bases 
poligonais iguais, unidas por triângulos (fig. 87). 
Figura 87— Antiprisma Pentagonal Obliquo. 
No entanto, para poderem ser considerados (ainda que não 
consensualmente) no grupo dos arquimedianos, estes sólidos precisariam estar 
encerrados por polígonos de faces regulares tão somente. Procurou-se mostrar nas 
figuras 88, e figura 89, o processo de obtenção destes prismas e antiprismas, ditos 
"semi-regulares". 
Figura 88 
	 Figura 89 
Obtenção do Prisma de Faces Regulares. 	 Obtenção do Antiprisma de Faces Regulares. 
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Considere-se um prisma onde as bases sejam hexágonos regulares de 
lado /, e a altura seja h. Diminuindo-se a altura h, de modo que se obtenha h=1, 
obtém-se quadrados como faces laterais; ou seja, um prisma hexagonal semi-
regular, ou "arquimediano". 
Partindo-se dos mesmos hexágonos regulares, e girando-se 
adequadamente uma das bases,  obtém-se um antiprisma, onde as faces laterais 
são triângulos isósceles; diminuindo-se a altura h', de modo que as arestas laterais 
sejam iguais as arestas da base (/), logra-se o antiprisma regular. 
Mesmo com a imposição destas restrições, que levam a faces regulares 
(porém não iguais), ainda se esta tratando de uma categoria infinita de sólidos 
geométricos; pois para cada polígono regular de lado I, que servir de base para o 
prisma, existirá uma altura h que satisfaça h=1 (como no caso da figura 88), e o 
mesmo vale para os antiprismas. 
Com os devidos ajustes de altura, também se consegue um grupo infinito 
de prismas e antiprismas semi-regulares, onde as bases sejam estrelações de 
polígonos regulares. 0 cuidado em se considerar o número de faces laterais deve 
ser o mesmo descrito no processo de obtenção dos sólidos de Kepler-Poinsot. 
Figura 90— Prisma Estrelado Reto. 
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A figura 90 ilustra um prisma reto não-convexo, que pode parecer aos 
desavisados uma figura formada por polígonos não-regulares. Porém, com a 
atenção voltada à interceptação das faces, e considerando que o lado do 
pentagrama seja igual à altura do prisma, tem-se caracterizada a regularidade das 
arestas laterais, e conseqüentemente a semi-regularidade do prisma. 
Resumidamente, os prismas e antiprismas em que as bases sejam 
polígonos regulares de n lados, convexos ou não-convexos, podem ser 
compreendidos quanto ao número de faces, arestas e vértices, da seguinte 
maneira: 
prismas 
- faces = n + 2, onde n é o número de faces laterais, e 2 é o número de bases; 
- arestas = 3n, onde o total de arestas das bases é 2n, e as arestas laterais são 
iguais a n; 
- vértices = 2n, que são os pontos de convergência de cada aresta lateral com 
duas arestas da base, em um mesmo plano; 
antiprismas 
- faces = 2n + 2, onde 2n é o número de faces laterais, e 2 é o número de bases; 
- arestas = 4n, onde as arestas das bases e as arestas laterais são iguais a 217; 
- vértices = 2n, que são pontos de convergência, em um determinado plano, de 
duas arestas de base, com duas arestas laterais. 
Poliedros Duais 
Chama-se dual de um poliedro, ao novo sólido em que as faces e vértices 
correspondem respectivamente aos vertices e as faces do poliedro original; a 
definição é um pouco evasiva, mas de fato, parece não existir uma categorização 
mais pormenorizada da dualidade, que possa ser mais genérica, ou seja, que 
possa abranger um maior número de classes de poliedros. 
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1.1.6.1. Dualidade dos Sólidos Platônicos 
Como sera visto mais adiante, qualquer solido platônico pode ser inscrito 
em uma esfera, ou seja, tem seus vértices dentro de uma 
 superfície esférica. 
Dualidade, no caso dos platônicos, significa considerar a intersecção dos planos 
que são tangentes as superfícies esféricas, e que contenham estes vértices. Em se 
considerando os referidos pianos, obtém-se o octaedro regular (fig. 91) a partir do 
cubo. 
Figura 91 — Obtenção do Dual do Cubo a Partir 
de Planos Tangentes. 
Figura 92 — Obtenção do Dual do Cubo a Partir 
do Centro das Faces. 
No entanto, este processo de obtenção a partir dos pianos tangentes pode 
parecer urn tanto complicado de ser visualizado, pois deve levar em consideração a 
intersecção dos planos, todavia, considerando-se o octaedro como representante 
da classe dos octaedros (ou seja, desconsiderando-se proporções, um octaedro é 
um octaedro, seja ele pequeno, médio ou grande), pode-se obter de maneira 
menos desgastante os duais dos 
 sólidos platônicos. Tomando-se aos pares, os 
pontos centrais de cada face do sólido (e isto é uma tarefa relativamente simples 
em se tratando de faces regulares) e unindo-os; obtém-se, sem perda de 
generalidade, novamente o octaedro a partir do cubo (fig. 92); e assim, diz-se que o 
octaedro é dual do cubo. Observando-se com mais atenção a figura 91, agora com 
o método de obtenção do dual pelo ponto central das faces, já 
 é possível de 
observar que o dual do octaedro também é o cubo. 
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Partindo-se do tetraedro, obtém-se novamente o tetraedro, o que 
caracteriza uma auto-dualidade. O icosaedro é dual do dodecaedro e vice-versa; e 
assim curiosamente se pode afirmar, que a dualidade dos platônicos leva nos 
platônicos. 
1.1.6.2. Dualidade dos Arquimedianos 
De igual forma, a partir dos planos tangentes, pode-se compreender a 
dualidade dos sólidos arquimedianos; e deve-se a Eugene Charles Catalan (1814- 
1894), o primeiro estudo sistemático da sua dualidade. Num texto entitulado 
Mémoire sur la théorie des polyèdres, publicado em 1865, apresentou a lista com 
os duais dos poliedros arquimedianos; por este motivo, eles receberam o nome de 
Sólidos de Catalão. 
Os sólidos de Catalão, no entanto, não apresentam  polígonos regulares em 
suas faces. A sua peculiaridade esta em apresentar faces todas congruentes, 
apesar de derivarem de sólidos com faces regulares, porém congruentes. 
Por assim não serem regulares as suas faces, limitou-se apenas em 
apresentar dois poliedros deste tipo, o dodecaedro rtimbico (figs. 93 a 95) e o 
triacontaedro r6mbico (figs. 96-8), assim chamados por estarem encerrados por 
losangos. Estes sólidos são duais do cuboctaedro e do icosidodecaedro, 
respectivamente. 
   
  
  
Figura 94 
Projeção do Dodecaedro Reimbico. Figura 93— Dodecaedro Rifirnbico. 
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(b) 
Figura 97 
Projeção do Triacontaedro R6mbico. Figura 96- Triacontaedro R6mbico. 
Figura 95- Planificação do Dodecaedro R6mbico. 
Figura 98- Projeção do Triacontaedro R6mbico. 
Segue a relação completa dos sólidos arquimedianos e seus duais. 
Solido Arquimediano 	 Dual 
Tetraedro Truncado 	 Tetraedro Triakis 
Cuboctaedro 	 Dodecaedro Rômbico 
Octaedro Truncado 	 Hexaedro Triakis 
Cubo 	 Octaedro Triakis 
Rombicuboctaedro 	 Icositetraedro Trapezoidal 
Cuboctaedro Truncado 	 Octaedro Hexakis 
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Cubo Achatado 
Icosidodecaedro 
lcosaedro Truncado 
Dodecaedro Truncado 
Rombicosidodecaedro 
lcosidodecaedro Truncado 
Dodecaedro Achatado 
lcositetraedro Pentagonal 
Triacontaedro Rômbico 
Dodecaedro Pentakis 
Icosaedro Triakis 
Hexacontaedro Trapezoidal 
Icosaedro Hexakis 
Hexacontaedro Pentagonal. 
11.1.7. Só lidos Compostos 
Guardando relações com os sólidos duais vistos até então, existem os 
sólidos compostos; estes estão formados pelos poliedros e seus duais. 
(a) 	 (b) 	 (c) 
Figura 99 - Só lido Composto do Cubo e do Octaedro. 
A figura 99(a) ilustra um sólido composto formado pela superposição do 
cubo e do pctaedro, de modo que as arestas dos dois sólidos estejam concorrentes 
entre si, e sejam ortogonais em seus pontos médios. Curiosamente a figura 99(b) 
ilustra o cuboctaedro, proveniente da intersecção dos dois sólidos. Na parte (c), 
observa-se que o sólido envolvente é o dodecaedro rômbico, dual do cuboctaedro. 
A figura 100 ilustra um dodecaedro e seu dual, o icosaedro, formando um 
sólido composto. 
Figura 100 — Só lido Composto do Dodecaedro e seu Dual 
O sólido composto pode ainda ser interpretado como sendo proveniente de 
estrelações, no entanto, não deixando de representar a composição poliedro e 
dual. 
Numa das 59 estrelações do icosaedro encontra-se um sólido composto 
por cinco tetraedros (fig. 101). 0 poliedro é composto, pois o tetraedro é autodual. 
Note-se que o dodecaedro é o sólido que lhes é envolvente (fig. 102). 
Figura 101 	 Figura 102— Dodecaedro envolvendo 
 Sólido 
Sólido Composto de Cinco Tetraedros. 	 Composto de Cinco Tetraedros. 
Fruto de uma destas estrelações existe a estrela octângula de Kepler (fig. 
103), que nada mais é do que um sólido composto de dois tetraedros, onde o sólido 
que o contém é o cubo. 
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Figura 103 — Estrela Octatigula de Kepler. 
1.1.8. Dipirâmides e Trapezaedros 
Como foi visto, os prismas e antiprismas, que possuem todas suas faces 
regulares, são também chamados de semi-regulares, ou arquimedianos. Os duais 
deles são as dipirâmides e os trapezaedros, e como os demais sólidos 
arquimedianos, estes duais podem ser construidos unindo-se os pontos centrais de 
cada par de faces consecutivas do sólido original (fig. 104). 
Figura 104 - Dipiramide. 
As dipirâmides e trapezaedros representam famílias infinitas de sólidos de 
faces triangulares. 
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(d) (e) 
(b) 
1.1.9. Deltaedros 
Voltando a atenção aos polígonos convexos de faces regulares, e não se 
exigindo a congruência dos vértices, encontra-se uma pequena 
 família, onde cada 
integrante é composto por faces triangulares. Em um resultado parcial de 
Freudenthal e van der Waerden, 1947, foi demonstrado que esta 
 família não possui 
mais de oito elementos. Quatro anos depois, Cundy e Rollet propõem o nome de 
deltaedros para esta 
 família de poliedros. 
Destes oito deltaedros, três já foram vistos anteriormente; são eles os 
platônicos: tetraedro, octaedro e icosaedro; que são formados por quatro, oito e 20 
triângulos equiláteros, respectivamente. 
Figure 105 — Cinco dos Oito Deltaedros. 
A figura 105 trás os outros cinco componentes desta 
 família. A figura (a) 
ilustra uma bipirâmide triangular, ou seja, dois tetraedros unidos por uma de suas 
faces. A figura (b) representa uma bipirâmide pentagonal, duas pirâmides unidas 
pelas bases pentagonais. O tetraedro, o octaedro, a bipirâmide triangular, e a 
bipirâmide pentagonal, podem ser entendidas como duais de prismas. As figuras 
(c), (d) e (e), possuem respectivamente dezesseis, quatorze e doze faces, e 
segundo Cundy (Mathematical Models, 1960, 
 P.  143), se lhes fosse requeridos 
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nomes, presumidamente seriam heccaidecadeltahedron, tetracaidecadeltrahedron, 
e dodecadeltrahedron. 
Pode-se observar que a seqüência de faces iguais dos dodecaedros é 4, 6, 
8, 10, 12 14, 16 e 20; a seqüência dos vértices é 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 12, e a 
seqüência das arestas é 6, 9, 12, 15, 18, 21 e 24. No entanto a demonstração de 
Freudenthal e van der Waerden garantiu a inexistência do deltaedro que 
preencheria esta lacuna das seqüências. 
1.11.10. Só lidos de Johnson e Poliedros Uniformes 
Mantendo a restrição aos poliedros convexos com faces regulares, e 
excetuando os sólidos platônicos, os arquimedianos e as infinitas famílias de 
prismas e antiprismas, foi apresentado em 1960 (ou 1966), por Norman Johnson, 
uma lista com outros noventa e dois sólidos, que ele conjecturava esgotar os 
poliedros desta natureza. Em 1969, a conjectura foi demonstrada por Johnson, 
Grünbaum e Zalgaller; e os 92 sólidos receberam o nome de Só lidos de Johnson. 
Exigindo-se que as faces ainda sejam regulares, e tornando-se a exigir a 
congruência dos vértices, porém se admitindo que as faces sejam  polígonos não-
convexos, obtêm-se os Poliedros Uniformes. Coxeter conjecturou existirem 75 
deles (excetuando-se os prismas e antiprismas), em 1954, o que foi provado por 
Skilling 
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Parte II 
"A filosofia está escrita neste grande livro que esta ante 
nossos olhos, o universo, porém não podemos entendê-lo se não 
aprender primeiro a linguagem e compreendermos os símbolos 
nos quais está escrito. 0 livro está escrito em linguagem 
matemática e seus símbolos são triângulos, círculos e outras 
figuras geométricas, sem cuja ajuda é  impossível compreender 
uma s6 palavra; sem isto, vaga-se sem  esperança em um labirinto 
obscuro". 
Galileu Galilei 
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2. Retrospecto Histórico 
 
Seja pela simetria das suas formas, seja pelo misticismo que os envolve, os 
sólidos geométricos exercem desde muito antigamente e ao longo de toda história, 
um determinado fascínio sobre a humanidade. 
Fazendo um breve retrospecto em ordem cronológica decrescente, poda-se 
observar em diferentes épocas resultados artísticos ou científicos (ou ambos), que 
evidenciam a importância que foi historicamente dada aos poliedros de faces 
planas, em especial aqueles aqui apresentados e que de alguma maneira são 
derivados dos sólidos platônicos. 
No século passado (século XX), além de algumas obras de Picasso, Dali e 
Orteiza, ficou latente sua evidência na obra de um dos mais famosos artistas 
gráficos desta era contemporânea, o holandês Maurits Cornelis Escher (1898- 
1972). As figuras 106 e 107 mostram alguns trabalhos de Escher utilizando sólidos 
compostos, com destaque para a estrela octângula, e nas figuras 108 e 109, 
composições com o pequeno dodecaedro estrelado, ambos sólidos estudados por 
Kepler. 
Figure 106 — Estrelas (1948) 
Figura 107— PlanetOide Duplo (1949) 
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 Figura 108 — Ordem e Caos (1950) 
 
Figura 109— Gravidade (1952). 
Kepler por sua vez, além dos significativos resultados que aqui estão 
descritos (parte I) sobre os poliedros regulares estrelados e os sólidos semi-
regulares, desenvolveu ainda um sistema planetário baseado nos 
 sólidos de 
Platão. Kepler usava estes sólidos para descrever as distâncias entre as orbitas 
elípticas dos seis planetas até então conhecidos. 
Conforme a figura 110, o seu 
modelo cósmico trazia um tetraedro 
inscrito em um cubo, um dodecaedro 
inscrito no tetraedro, um icosaedro 
inscrito no dodecaedro, e finalmente um 
octaedro inscrito no icosaedro; sendo 
todos eles separados entre si por 
esferas (modelo que posteriormente 
Figura 110 — Modelo Cosmológico de Kepler 
veio revelar-se errado). 
Nas suas argumentações Kepler associava cada corpo celestial conhecido 
a um corpo platônico: Saturno (cubo), Júpiter (tetraedro), Marte (dodecaedro), estes 
fora da 6 -bita da terra, e dentro dela um segundo grupo formado por Venus 
(icosaedro) e Mercúrio (octaedro). 
Durante o renascimento, parece que o homem acordava de uma noite 
secular deslumbrando-se com os poliedros. 
ttt. 
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Pode-se citar: Paolo Uccello 
(1397-1475), Piero della Francesca 
(1416-1492), Albrecht Dürer (1475- 
1528), Luca Pacioli (1445-1509), Fra 
Giovanni de Verona (fig. 111), Durero 
(1471-1528), e Leonardo da Vinci 
(1452-1519). Estes e outros utilizaram 
os poliedros como alvo de seus estudos 
de perspectivas na pintura, na escultura, 
na arte como um todo. 
Da Vinci teve urn interesse todo 
especial pelos poliedros, e construía 
seus esqueletos (fig. 112), ou seja, com 
tiras de madeira representando suas 
arestas, produzia sólidos regulares e 
semi-regulares, os quais acabavam 
servindo de inspiração a outros artistas, 
contemporâneos seus. 
r 
11Wr1.--• 
Figura 111 - Obra de Fra Giovanni de Verona. 
Figure 112- Desenhos de Leonardo da Vinci. 
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Em 1885 foi descoberto em Monte Loffa (CoIli Euganei, perto de Pádua), 
um dodecaedro regular, talhado em pedra, originário da civilização etrusca, o que 
corresponde, aproximadamente, à metade do milênio anterior á era cristã. Na 
cultura etrusca, os dodecaedros eram utilizados com uma conotação religiosa, e na 
Itália Romana eles foram usados como dados. Com este mesmo caráter 
encontram-se no Brithsh Museum de Londres, um par de dados icosaédricos da 
época da dinastia de Tolomeo (305-31 a.C.). Hoje ainda encontram-se 
 sólidos 
deste tipo em jogos populares. 
No mesmo Brithsh Museum, encontra-se o Papiro Ahmed, comumente 
chamado de Papiro de Rhind (alusão ao antiquário escocês, Henry Rhind, que o 
comprou numa cidade às margens do Nilo em 1858). Ahmed, o escriba que copiou 
este papiro em 1650 a.C., diz ali, que este é proveniente de 2000 a 1800 a.C.. Este 
papiro, de origem egípcia, trás diversos problemas relativos ao declive das faces de 
uma pirâmide. 
Figura 113- Dodecaedro Etrusco. 
Ainda mais antigo (escrito aproximadamente 1890 a.C.) o Papiro de 
Moscou trás aquilo que pode ser traduzido como o cálculo do volume do tronco de 
uma pirâmide de base quadrada. 
No entanto, os vestígios mais antigos de figuras poliedrais, dos quais se 
tem registro, são as pedras talhadas do Neolítico (fig. 114), de aproximadamente 
2000 a.C., encontradas na Escócia, e que representam os cinco sólidos regulares 
convexos. 
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Figura 114 - Pedras Talhadas do Neolítico. , e , 
Alguns fatores preponderaram para que o apreço por estes sólidos ficasse 
evidenciado com maior ou menor intensidade em determinadas épocas. As 
lacunas, na breve retrospectiva que se fez, podem ser constatações de que o 
conhecimento acerca destes 
 sólidos tenha ficado, às vezes, encortinado por 
séculos. 
Somando-se a m6 vontade das classes dominantes aos problemas de 
ordem técnica, não deveria causar espanto a idéia de que a "roda" descoberta aqui, 
fosse novamente descoberta 
 acolá, pela não divulgação da informação. 
Isto pode ser decorrência dos  qpgilint_Pkq 
• As dificuldades encontradas antes do advento da imprensa 
 escrita eram 
grandes por serem as obras manuscritas; 
• A distância PritrP os conglomerados era grande e a concorrência entre estes, 
muitas vezes acirrada e 
• As bibliotecas A mercê de castas dominantes, restringiam a divulgação dos 
conhecimentos em acordo com suas necessidades. 
Estes fatores fizeram com que, muitas vezes, certos tesouros geométricos 
perdessem seu valor enclausurados (quando não queimados em algum incêndio 
como o da Biblioteca de Alexandria) em alguma edificação antiga. Quando muito, 
estes conhecimentos foram transmitidos oralmente„ de uma civilização à outra, 
 ou 
de uma geração 6 outra, 
Resumidamente, os hiatos gerados entre produção e divulgação do 
conhecimento, criavam condições para o reclescobrimento daquele mesmo 
assunto. 
Diga-se de passagem, descobrir é um verbo que foi empregado de maneira 
muito "especifica" em se tratando de gerar conhecimento. "Descobria-se" quando 
T-,e era o mestre, através dos discípulos; "descobria-se" saqueando povos, cortando 
línguas e mãos dos verdadeiros autores, e roubando-lhes os manuscritos; em 
suma, "descobria-se" com muitos "talentos" que não os de investigação científica 
propriamente dita. 
Os sólidos semi-regulares são um exemplo que transparece neste trabalho 
acerca de descobrimento e redescobrirnento, no bom termo do verbo. Foram 
descobertos por Arquimedes no século UI a.C., divulgados por Papus no século 1V, 
e redescobertos (na sua maioria) durante a Renascença (séculos XV e XVI). 
2.1. Evidências à Luz da Geometria 
A apresentação dos sólidos regulares convexos esta bastante resumida na 
Parte I, estando limitada à exposição de algumas figuras e um breve comentário 
acerca do deficit angular de Descartes. 0 propósito deste tratamento superficial, 
dado até então, é a sua investigação pormenorizada num espaço especifico, 
destacado, uma vez que tais sólidos 
 originam quase todos os que são 
apresentados neste trabalho . 
 
Os sólidos 
 regulares constituíram objeto de estudo dos matemáticos da 
Grécia Antiga. A seguir estão apresentadas as contribuições de Pitagoras, Platão, 
Euclides e Papus ao seu estudo, procurando estabelecer relações entre elas. É 
dado destaque, também, ao impulso histórico que porventura estes sábios e suas 
escolas tenham dado a ciência matemática como urn todo. 
2.1.1. Contribuição de Pitigoras (ou da Escola Pitagórica) 
A regularidade dos sólidos 
 geométricos passou a ser inspecionada 
matematicamente quase mil e quinhentos anos depois da data atribuida as pedras 
talhadas do neolítico, presumidamente, por aquele que, segundo algumas fontes, 
foi o próprio a criar a palavra matemática (aquilo que é aprendido), Pitagoras (580-
500 a.C., aproximadamente; ou em outras fontes, 569-475 a.C.). 
P'fi.t..goras era tido como um homem impregnado de muito misticismo, e era 
venerado por vezes como um profeta. Proveniente de Samos, uma das ilhas do 
Dodecaneso, no Mar Egeo; viajou pelo Egito e Babilônia (possivelmente ate a India 
também), onde pode observar e absorver conhecimentos 
 matemáticos, 
astronômicos e religiosos. Regressando ao mundo grego, veio a fundar em 
Crotona, antiga Magna Grécia (o que hoje é a ponta da Italia), uma sociedade 
secreta de caráter politico, religioso e filosófico. Alias, a palavra filosofia também 
parece ter ganhado sentido em Pitágoras, e queria dizer "amor a sabedoria". Este 
amor a sabedoria era a mola propulsora dos seletos alunos que ali vinham a 
constituir o rol dos pitagóricos. Diz-se que nos primeiros anos, estes alunos era 
compelidos ao silêncio absoluto, e apenas ouviam e meditavam sobre a doutrina 
que lhes impunham. Eram também celibatários, e com o passar do tempo, 
obrigados a colocarem seus bens em comum. 
Ao contrario de muitos (em especial dos 
 pré-socráticos), os pitagóricos 
afirmavam que os números eram a essência de tudo; essência esta, conhecida 
exclusivamente por deus. Esta sabedoria divina podia ser interpretada como sendo 
a autocontemplação do criador por sua intelectualidade e admiração de sua obra, 
sua criação. Ao homem não cabia a sabedoria; podia no máximo ser um "amigo da 
sabedoria", um filósofo. E quanto mais amigo da sabedoria, mais próximo estava da 
semelhança a deus. Ou seja, para alcançar a plenitude espiritual, estar em sintonia 
com seu deus, achavam que deveriam imitá-lo da melhor maneira possível em sua 
sabedoria, e como esta sabedoria não lhes era comungada, e acreditavam que a 
essência de tudo estivesse baseada em números, possivelmente, proveniente dai 
estava o seu aprofundamento no estudo da 
 matemática. Em outras palavras, este 
era o significado da elevação espiritual entre os pitagóricos, e o seu ideal 
pedagógico, fatores estes que acabaram fazendo com que a ciência matemática 
até então enrustida, fosse transformada em uma forma mais liberal de educação. 
A maneira com que agiam os pitagóricos, encerrados em Crotona, ou mais 
tarde ern outras colônias gregas ao sul da Itália, ou ainda em vários outros locais 
do mundo grego; fez com que a quase totalidade do que ali foi produzido, ficasse 
desconhecido da humanidade em geral, ou seja, a grande parte do conhecimento 
matemático que desenvolveram, ou compilaram, ou redescobriram, foi feita e 
mantida em segredo, e acabou desaparecendo com eles. Eminentemente 
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conservadores em sua política, antidemocratas, foram alvo de rivais politicos; 
tiveram sua escola destruída, assim corno a maioria de seus membros foi morta por 
eles, e os demais pitagóricos dispersaram-se 
 pelo mundo grego, presumidamente 
mantendo (a maioria) o voto de silêncio que haviam firmado. 
Assim como o teorema mais famoso atribuido aos pitagóricos, o Teorema 
de Pita goras, que consta de diversas fontes corno ja conhecido anteriormente pelos 
babilônicos; também os sólidos que receberam o nome de sólidos pitagoricos são 
motivo de muita controvérsia entre diversas fontes históricas, sendo mais comum 
encontrar-se atribuído a Pitágoras apenas a descoberta do cubo, tetraedro e 
dodecaedro. Isto parece plausível, uma vez que, apesar do pentagrama já ter sido 
encontrado no vaso de Aristonofus, do sétimo século antes de Cristo; o pentágono 
regular estrelado era símbolo da escola pitagórica, e estes trabalharam suas 
relações, devendo ter possuído o domínio teórico da construção do pentágono 
regular (face do dodecaedro). A descoberta dos outros dois sólidos regulares 
convexos io octaedro e o icosaedro) é comumente atribuída a Teaetetus (415-369 
a.C.); onde parece existir consenso, também, na atribuição ao pioneirismo num 
estudo mais extenso destes sólidos. 
Quando se fala que Pitágoras, ou Teaetetus, descobriu os sólidos 
regulares, não se deve imaginar que de alguma maneira eles o fizeram surgir 
fisicamente, mas sim, que foram eles que os trouxeram pioneiramente à luz da 
geometria teórica. Este estudo mais 
 teórico 
 dos pitagóricos, no entanto, ficou longe 
daquilo que Euclides apresentou em Os Elementos, ou ate mesmo, do tratamento 
dado um pouco antes de Euclides e um pouco depois de Pitagoras, por Teaetetus, 
quando os estudou circunscritos por uma esfera, e nas relações das arestas cam 
os raios destas. 
Ainda que se admita (apoiados em outras fontes), que os cinco sólidos 
regulares convexos tenham sido demonstrados serem únicos pelos pitagóricos, não 
se pode admitir que o fizeram de outra maneira, que não pelo método de encaixe 
de polígonos regulares pianos. É notória a inexistência de uma trigonometria bem 
consolidada em sua época. 
 Logo as relações existentes nos ângulos sólidos foram 
observadas de maneira bem menos rigorosa, mas sem sombra de dúvida, 
acertadamente o fizeram. 
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E ste processo de encaixe de polígonos regulares pianos (como pode ser 
visto na proposição XVIII, do Ultimo livro de Os Elementos de Euclides; parte Ill 
deste trabalho) pode ser usado para mostrar que podem existir apenas estes cinco 
poliedros regulares, da seguinte maneira: 
I) Cada vértice deve ser ponto de convergência comum a pelo menos três arestas, 
formadas pelos lados de pelo menos três polígonos regulares; 
ií A soma dos ângulos interiores das faces que se encontram em cada um destes 
pontos de convergência deve ser menor que 27, para que a figura fechada não seja 
plana; 
id) Como o Angulo interior de um triângulo 
 equilátero é 7116, para que não se 
obtivesse uma figura plana como junção destas figuras, dever-se-ia ter três, quatro, 
ou cinco deles, convergindo para um mesmo ponto, que são os casos do tetraedro, 
octaedro e icosaedro, respectivamente. O ângulo interno de um quadrado é 7t14; 
logo, podem-se ter apenas três quadrados convergindo para um mesmo 
 vértice,  
originando o cubo. O angulo interno de urn pentágono regular é 3R/10, logo três (e 
somente três) deles convergindo para um mesmo ponto, formam o vértice do 
dodecaedro regular. O próximo polígono regular, o hexágono, tem Angulo interno 
de n/3; logo, três deles já somariam 271, o que inviabilizaria a construção do solido. 
O caráter secreto da escola pitagórica não permite que se possam erguer 
mais conjecturas de seu tratamento dispensado aos 
 sólidos regulares. Pouco do 
que se sabe, ainda se deve a alguns seguidores desta escola (que acabou 
espalhando sua influência pelo mundo grego), corno é o caso de Hipocrates de 
Chios, que compôs a obra Elementos de Geometria, antecipando em mais de um 
século Os Elementos de Euclides. Talvez seja mais coerente louvar Pitagoras, 
como bem o citou Proclus, como o pioneiro na transformação da ciência 
matemática 
 em uma forma mais liberal de educação, examinando-a de forma mais 
pormenorizada, abstrata e intelectual. 
2.1.2. Contribuição de Platão (ou da Escola Platônica) 
A escola pitagarica, 
 através 
 de um dos seus seguidores mais moderados, 
Arquitas de Tarento, acabou por influenciar Platão, que como "forjador de 
Sk) 
matemáticos" logrou dar um impulso ainda maior a esta ciência. Platão também 
tratou de uma maneira mais detalhada os poliedros regulares convexos; porem, 
adaptando-os à sua cosmogonia, isto levou estes poliedros a ficarem sendo 
conhecidos, a partir dai, como figuras cósmicas ou sólidos platônicos 
Aristocles de Atenas (429-348 a.C. ou 428-347 a.C.), mais conhecido como 
Platão, nasceu de uma das mais ilustres famílias de Atenas, onde, além dos 
conhecimentos tradicionalmente repassados aos jovens atenienses: música, poesia 
e prática de ginástica, pode adquirir uma formação mais sólida em 
 matemática, 
astronomia e nas concepções físicas dos filósofos pre-socráticos. 
Aos vinte anos de idade conheceu Socrates, de quem se tornou amigo e 
admirador, por ter reconhecido ali um verdadeiro filosofo. S6crates vivia repetindo 
pelas ruas de Atenas que a única coisa que sabia era que nada sabia; longe dos 
discursos dos sofistas (conferencistas itinerantes, provenientes, na sua maior parte, 
da Sicilia), os quais Platão tinha aprendido a odiar, por sua retórica, pelo mau uso 
da palavra bonita em prol de benefícios específicos, que não o de anunciar a 
verdade das coisas. 
Socrates acreditava que a verdadeira função do filósofo era extrair da alma 
humana a sabedoria que deus ali inseriu_ A este método era dado o nome de 
ma/Out/ca (que significa trazer a luz). Este pensamento influenciou sobremaneira 
Platão, que passou dez anos confabulando com Socrates. No entanto, Socrates 
repudiava o pitagorismo de Arquitas e dizia não se convencer de que a entidade 
um, ao receber outra entidade um, pelo simples processo da adição, pudesse 
passar a ser chamada de entidade dois. Por este e outros motivos, não foi a 
influência de Socrates que levou Platão ao apreço que acabou tendo pela 
matemática. 
Após 
 a morte de Socrates, acredita-se que Platão tenha ido ao Egito, Asia 
Menor, Creta, Sul da Italia e Sicilia, onde nas duas últimas regiões, encontrou o 
pitagórico Arquitas, sábio governador de Tarento. Além de todo o conhecimento da 
matemática e da astronomia que Platão encontrou na escola pitagórica, através de 
seu seguidor Arquitas, Platão também pode compactuar da crença na 
metempsicose, ou seja, na reencarnação sucessiva das almas. 
Regressando a Atenas em 387 a.C., Platão fundou a Academia, tendo 
como duas fontes principais de seu pensamento, Socrates e o pitagorismo. A 
Academia era um ponto de encontro intelectual, onde se ensinava matemática, 
astronomia, medicina, botânica, retórica (não a dos sofistas) e filosofia. Sobre o 
frontão desta Academia repousava a seguinte inscrição: "aqui só entram 
geómetras", e seu objetivo principal era dar a juventude (que assim fizesse 
merecer) uma base filosófica sólida; formando filósofos autênticos capazes de 
dirigir uma cidade l . 
A filosofia dos sofistas estava toda baseada no uso da palavra, e Platão 
intentou fugir a este modelo com o rigor de seu método dialético, que ele próprio 
definia como a arte de interrogar e de responder; onde acreditava que com a boa 
condução deste método, podia "cercar" a verdade original das coisas. Acreditava 
que por meio de interrogações, respostas, questionamentos das respostas, e assim 
por diante, podia-se descomprometidamente chegar a essência das coisas (falava-
se descomprometidamente porque de igual forma, enredando o interrogado, poder-
se-ia chegar com bom uso da boa falácia, a verdades previamente determinadas 
no inicio do diálogo). 
Platão compactuava com os pitagóricos da metempsicose e acreditava que 
a alma original, aquela que o criador disponibilizara originalmente a um 
determinado corpo, tivesse contemplado a verdade original, a essência das coisas. 
À medida que a alma ia passando de um corpo a outro, ia perdendo este 
verdadeiro conhecimento, por conta dos órgãos dos sentidos e das diferentes 
maneiras que cada um possuía de observar e assimilar determinadas coisas; deste 
modo, perder-se-ia a verdadeira essência do Bem, do Verdadeiro, do Justo, etc. 
Caberia ao filósofo resgatar esta contemplação primeira feita pela alma original, 
despertar a recordação do conhecimento das essências. Desta forma, Platão 
evidenciava que existiam as verdades 
 sensíveis e aquelas não-sensíveis. A não-
sensível é aquela pura, a essência das coisas que estava desacordada na alma e 
foi observada originalmente; e a sensível, aquela provocada pela forma 
 corpórea 
 
de interpretação. 
Para Platão, a matemática 
 era a ciência que descrevia mais coerentemente 
a existência das realidades verdadeiras e não-sensíveis. Quando se pensa que 
duas casas adicionadas a uma casa, são três casas; ou que uma árvore mais uma 
Em A RepOolica, Platão apresenta o projeto de uma cidade modelo que seria governada por 
filósofos embasados da forma como pretendia fazê-lo. 
árvore, correspondem a duas árvores; o que se está levando em consideração não 
é as casas, ou as árvores (que são unidades 
 sensíveis), mas sim os números, 
independentemente do que se possa contar (1, 2, 3, ...) que são unidades 
 não-
sensíveis Assim como quando se raciocina sobre a divisão de um triângulo 
isosceles em dois triângulos retângulos iguais, isto vale para qualquer triângulo 
isosceles. 
A matemática ajuda a captar a essência das realidades 
 inteligíveis, e o 
propósito desta ciência é a ordenação e a medida; logo, a matemática revela um 
mundo ordenado e medido, superior em retidão e beleza ao mundo sensível. Deste 
ordenamento e harmonia do mundo não-sensível, pode-se extrair um reflexo e uma 
imagem do mundo inteligível. 
De uma maneira mais geral, o feito de Platão para a matemática reside na 
sua grande influência para que esta se tornasse curricular para a educação de 
homens de estado. Arquitas estabeleceu o quadrivium (aritmética, geometria, 
música e astronomia), como núcleo de uma educação liberal, e talvez, tenha 
influenciado Platão a acrescentar a estereonomia, por acreditar que a ênfase dada 
geometria não tenha sido 
 satisfatória.  
O fato de Platão ter criado condições para que a matemática flui-se como 
disciplina curricular (ainda que elitizada), fez com que, através dele, a civilização 
tivesse conhecimento maior de determinados assuntos, em particular da geometria, 
e mais especificamente ainda, aqueles que podiam ser tratados com régua sem 
escala e compasso, para que não fossem violados aqueles preceitos originais 
(pureza) que tanto defendia. Um destes assuntos foi sem sombra de dúvida, o 
tratamento dado por ele no discurso entitulado Timaeus 2 , sobre os sólidos  
regulares convexos, figuras estas que acabaram assim sendo chamadas de 
 sólidos 
de Platão, ou figuras cósmicas. 
Neste diálogo, um dos mais significativos de Platão; este buscou explicar a 
construção do universo, estabelecendo uma associação entre os sólidos regulares 
e elementos fundamentais dos quais o universo está formado, que segundo 
2 Algumas fontes citam Timaeus de Locri como um pitagórico, outras citam-no apenas como um 
personagem criado por Platão para poder enfatizar as figuras cósmicas através de um diálogo. 
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admiravam os gregos por séculos, e estavam apresentados num esquema cósmico 
de Empédocles (fig. 115), eram átomos de água, ar, terra e fogo. 
Fogo 
tetraedro 
Seco 	 Quente 
AT 	 Terra 
octaedro 	 cubo 
Frio 	 timido 
Agua 
icosaedro 
Figura 115— Esquema Cósmico de Empédocles. 
Segue abaixo uma longa e necessária transcrição do Timaeus3 : 
Em primeiro lugar, é claro para toda a gente que o fogo, a terra, a água e o ar são 
corpos, e que todos os corpos são sólidos. Todos os corpos são limitados por superfícies 
e todas as superfícies rectilíneas são compostas por triângulos. Há dois tipos 
fundamentais de triângulos, cada um deles tendo um ângulo recto e dois ângulos 
agudos; num deles estes dois ângulos são metade de ângulos rectos, sendo subtendidos 
por lados iguais; no outro, são desiguais, sendo subtendidos por lados desiguais. 
Postulamos isto como a origem do fogo e dos outros corpos, combinando o nosso 
argumento a verosimilhança e a necessidade; as suas origens últimas são conhecidas 
dos deuses e dos homens a quem os deuses amam. 
Devemos continuar a indagar quais são os quatro corpos mais perfeitos 
 possível que, 
embora diferentes uns dos outros, são capazes de se transformar uns nos outros por 
resolução. Se conseguirmos encontrar a resposta para esta questão temos a verdade 
sobre a origem da terra e do fogo e dos dois termos entre eles; porque nunca 
admitiremos que haja corpos visíveis mais perfeitos que estes, cada um do seu tipo. 
Assim, devemos fazer o possível para construir quatro tipos de corpo perfeito e defender 
que compreendemos su ficientemente a natureza para atingirmos o nosso objectivo. Dos 
dois triângulos fundamentais, portanto, o isósceles tem uma única variedade e o 
escaleno um número infinito. Devemos, por conseguinte escolher, se vamos 
 começar de 
acordo com os nossos próprios princípios, o mais perfeito deste número infinito. Se 
alguém nos puder indicar uma melhor selecção de triângulo para a construção dos 
quatro corpos, essa sugestão será bem-vinda; mas pela nossa parte propomo-nos 
3 Esta tradução faz parte de uma publicação em preparação (da Associação de Professores de 
Matemática) sobre Poliedros, resultado de um conjunto de trabalhos sobre este tema escritos por 
professores participantes num Curso de Especialização realizado em 1993 no Departamento de 
Educação da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa [10]. 
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passar por cima de todos os restantes e seleccionar um único tipo, aquele cujo par 
compõe um triângulo equilátero. Seria uma história demasiado longa explicar a razão, 
mas se alguém conseguir apresentar uma prova de que assim não e, essa proeza será 
bem recebida. Assumamos então que estes são os dois triângulos a partir dos quais o 
fogo e os outros corpos são construidos: um isosceles e o outro com um lado maior cujo 
quadrado é o triplo do menor [...j. 
Temos que descrever seguidamente a figura geométrica de cada corpo e indicar o 
número dos seus componentes. Começaremos com a construção da figura mais simples 
e mais pequena. A sua unidade básica é o triângulo cuja hipotenusa tem o dobro do seu 
lado menor. Se se juntarem dois destes triângulos, com a hipotenusa como diâmetro da 
figura resultante, e se se repetir o processo três vezes, fazendo coincidir os diâmetros e 
os lados menores das três figuras no mesmo vértice, o resultado é um simples triângulo 
eqUilátero composto de seis unidades básicas. E se se juntarem quatro triângulos 
eqUilbteros, três dos seus ângulos pianos encontram-se para formar um só ângulo sólido, 
aquele que aparece imediatamente a seguir ao mais obtuso dos ângulos pianos; e 
quando quatro destes ângulos tiverem sido formados o resultado é a figura solida mais 
simples, que divide a superfície da esfera, circunscrevendo-a em partes iguais e 
similares. 
A segunda figura é composta dos mesmos triângulos básicos reunidos para formar oito 
triângulos equiláteros e que formam um s6 Angulo sólido a partir de quatro pianos. A 
formação de seis destes ângulos sólidos completa a figura número dois 
A terceira figura é formada a partir de cento e vinte triângulos básicos e tem doze 
ângulos sólidos, cada um deles limitado por cinco triângulos equiláteros pianos e vinte 
faces, cada uma das quais é um triângulo equilátero. 
Depois da construção destas três figuras dispensa-se a primeira de nossas unidades 
básicas e utiliza-se o triângulo isosceles para a produção do quarto corpo. Quatro destes 
triângulos são juntos com os seus ângulos rectos encontrando-se num vértice para 
formarem um quadrado, seis quadrados postos em conjunto completam ângulos sólidos, 
cada um deles composto por três ângulos rectos pianos. A figura do corpo resultante é o 
cubo, com seis faces quadradas planes. 
Faltava ainda uma quinta construção que o deus utilizou para organizar todas as 
constelações do céu 
L.] Devemos prosseguir distribuindo as figuras cujas origens acabamos de descrever 
pelo fogo, terra, água e ar. Atribuamos o cubo â terra, uma vez que é o mais imóvel dos 
quatro corpos e o que tem a forma mais estável, sendo estas características 
 que deve 
possuir a figura com as formas mais estáveis. E relativamente aos triângulos básicos 
assumimos que o isosceles tem uma base naturalmente mais estável que o escaleno, e 
que das figuras equiláteros compostas por eles o quadrado 6, no todo ou em partes, uma 
base mais fi rme que o triângulo equilátero. Mantemos assim o nosso principio da 
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verosimilhança atribuindo-o à terra e, de forma semelhante  atribuímos a Agua a menos 
móvel das outras figuras, a mais móvel ao fogo e a intermédia ao ar. E de novo 
atribuímos a figura mais pequena ao fogo, a maior à água, a intermédia ao ar; a mais 
cortante ao fogo, a segunda mais cortante ao ar e a menos cortante à água. Resumindo, 
a figura que tem o menor número de faces deverá ser, pela natureza das coisas, a mais 
móvel, assim como a mais cortante e a mais penetrante e, finalmente, sendo composta 
pelo menor número de partes semelhantes, a mais leve. A nossa segunda figura será a 
segunda em todas estas características, e a nossa terceira será a terceira. Deste modo, 
a lógica e a verosimilhança exigem que olhemos a 
 pirâmide como a figura sólida que é a 
unidade básica, ou a semente do fogo; e podemos olhar a segunda das figuras que 
construímos como a unidade básica do ar, a terceira a da água. 
A figura 116(a), trás os dois tipos de triângulos fundamentais considerados 
por Platão, o isósceles, e o escaleno, que possui infinitas variedades. Deste infinito 
rol de escalenos, Platão selecionou aquele em que o quadrado do cateto maior é o 
triplo do quadrado do menor, e conseqüentemente, a hipotenusa é dobro do menor; 
pois: 
(a) 	 (13) 
Figura 116 — Triângulos Fundamentais dos Sólidos 
 Regulares segundo Platão. 
b2 = 3a2 , e por Pitágoras c2 = b2 + a2 , logo c2 = 3a2 + a2 C .= 2a 
Como c = 2a, quando se considera juntos dois destes triângulos, unindo-se 
seus catetos maiores, obtém-se um triângulo equilátero (fig. 116.b). 
Os três primeiros sólidos platônicos: o tetraedro, octaedro e o icosaedro, 
são construidos com uma unidade elementar que é constituída da junção de seis 
triângulos retângulos elementares, unidos dois a dois pela hipotenusa (fig. 117), 
fazendo com que três destas novas figuras convirjam para o mesmo ponto, onde o 
Angulo interno formado junto a seus vértices seja mais aberto. Assim, o tetraedro 
está composto de vinte e quatro triângulos escalenos elementares, o ocatedro por 
quarenta e oito destes triângulos, e o icosaedro por cento e vinte deles. 
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Figura 117— Construção das Três Primeiras Figuras Platônicas. 
A quarta figura cósmica, tem cada uma de suas faces, formada por quatro 
triângulos isósceles, unidos pelos seus ângulos retos; logo, o cubo é formado, 
segundo Platão, por vinte e quatro triângulos isósceles (fig. 118). 
N r> 
Figura 118— Construção da Quarta Figura Platônica. 
A quinta figura (fig. 119), aquela que Platão acreditava estar reservada para 
o cosmos, talvez pelo entusiasmo que encontrou nos pitagóricos, está formada por 
outros triângulos, que não estes dois elementares. Platão fez apenas uma alusão a 
ele, mas não descreve sua construção. No entanto, Plutarco de Queronéia (46-120) 
diz que cada uma das doze faces do dodecaedro é composta por trinta triângulos 
escalenos elementares, diferentes daqueles dos sólidos de faces triangulares ou 
quadradas. Também Alcino, diz que trezentos e sessenta elementos são 
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produzidos, quando cada um dos pentágonos é dividido em cinco triângulos 
isósceles e cada um deles em seis escalenos. 
Figura 119 - Construção de Uma Face da Quinta Figura Platônica. 
Em suma, o grande feito de Platão, em relação aos sólidos regulares 
convexos, foi o da sua divulgação, através de sua teoria cosmogemica, imprimindo 
um novo e forte impulso ao processo de avaliar matematicamente os fenômenos 
naturais. 
Quanto â observação das congruências dos ângulos sólidos formados junto 
aos vértices dos poliedros, pode-se inferir o conhecimento de Platão advindo da 
presença atuante de Teaetetus na Academia. Como já se observou, acredita-se 
que Teaetetus tenha se antecipado em relação a Euclides, em estudar as relações 
dos sólidos de Platão com as esferas que os circunscrevem. 
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Figura 120 — Interpretação das associações de 
 Platão, feita por Kepler, no Harmonices Mundi, 
2.1.3. Contribuição de Euclides 
Pouco se sabe a respeito das datas de nascimento e morte de Euclides; 
presume-se que tenha vivido em torno dos 300 a.C.. Era conhecido como Euclides 
de Alexandria, mas não por existirem registros de que ali tenha nascido; e sim por 
ter sido um dos sábios professores do Museu de Alexandria, instituto idealizado por 
Ptolomeu I. 
Euclides era hábil enquanto expositor. Foi imortalizado pela compilação do 
conhecimento geométrico existente em sua época, naquela obra que se tornou um 
verdadeiro tratado de geometria, Os Elementos. No entanto, nenhuma descoberta 
na área da matemática foi atribuida a Euclides, dentro de Os Elementos. Assim 
mesmo, é considerado o mais proeminente matemático da Antiguidade. 
Produziu muitas outras obras, mas além de Os Elementos, apenas 
sobreviveram até hoje: Os Dados, Divisão de Figuras, Os Fenômenos e Óptica. 
Desprezando as distorções que as cópias e recópias trouxeram ao seu trabalho, a 
sobrevivência destas cinco obras é conseqüência delas. Durante o califado de al 
Mamum (809-833) foi feita uma versão árabe completa de Os Elementos. Esta 
versão entre outras do mundo árabe, e uma primeira versão latina do século XII, de 
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Adelard; levaram Johannes Campanus de Novara a fazer uma excelente tradução 
latina (por volta de 1260). Esta versão acabou embasando a primeira impressão, 
em 1482 (Veneza), de Os Elementos; numa pubkação de Erhard Ratdolt. Ela não 
foi só a primeira versão impressa de Os Elementos, como também a primeira obra 
matemática impressa. 
Seguiram-se mais de mil impressões de Os Elementos, o que a tornou a 
segunda obra mais publicada a 
 nível mundial, perdendo apenas para a Bíblia. A 
mais importante tradução latina, no entanto, foi a Frederico Commandino (1509- 
1575). Valendo-se desta tradução, além do que adicionou e ilustrou Roberto 
Simson; Anibal Faro [ ] produziu uma obra em lingua portuguesa, que serviu de 
base para o trabalho apresentado nas próximas páginas. Além de Faro, utilizou-se 
a tradução comentada para a lingua inglesa, de Sir Thomas L. Heath [ ]. 
A obra, Os Elementos, está dividida em treze livros. Os livros de I a VI 
tratam da geometria plana; de VII a IX tratam da teoria dos números; o livro X trata 
da teoria dos números irracionais de Eud6xio; e os livros de XI a XIII tratam da 
geometria dos sólidos. 
As proposições XIII, XIV, XV, XVI e XVII do livro XIII, são as que 
apresentam as ferramentas para a construção dos poliedros no R 3 , os quais são, 
respectivamente ás proposições, tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro e 
dodecaedro. A proposição XVIII termina a obra com uma discussão sobre as 
propriedades dos cinco poliedros regulares e demonstra que existem apenas estes. 
Faro apresenta os livros I a VI, e XI e XII. 0 presente trabalho buscou então 
apresentar a tradução das proposições principais do livro XIII, no escopo principal 
do texto, e secundariamente (notas de rodapé) as proposições auxiliares. A obra, 
Os Elementos, encerra um grande rigor no formalismo de suas demonstrações, e 
caso o capitulo procurasse esgotar todas as proposições citadas, acabaria por 
esboçar a quase totalidade dos livros de I a VI e de X a XIII. 
Assim, salvo as notas de rodapé que por ventura estejam referendadas a 
edição já traduzida, o capitulo apresenta a tradução 4 da lingua inglesa para a 
lingua portuguesa, numa roupagem um pouco mais atualizada, mas sem fugir em 
momento algum ao seu teor e rigor. 
4 Como se esta tratando de tradução, as figuras desta seção não seguem a numeração das figuras 
do restante do trabalho. 
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Proposição 13. 
Construir uma pirâmide5 , compreendê-la em uma esfera dada, e 
provar que o quadrado do diâmetro da esfera 6 uma vez e meia o 
quadrado do lado da pirâmide. 
Seja AB o diâmetro de uma esfera dada, e seja marcado um ponto C sobre 
AB, de tal forma que AC seja o dobro de CB. Descreva o semicirculo ADB sobre 
AB, traçando CD, pelo ponto C, perpendicular a AB; e una DA. Considere o circulo 
EFG, com raio igual à DC. Inscreva o triângulo equilátero EFG no circulo EFG [IV. 
21 6 . Seja H o centro do circulo EFG [Ill. If. Una EH, HF e HG. Trace HK, pelo ponto 
5 A figura é usualmente chamada de tetraedro regular, que é na definição de Euclides, uma figura 
sólida geométrica formada por quatro triângulos eqüiláteros iguais entre si, e eqüiláteros (Def. 
26.11). Euckies simplesmente chamou-a de "uma pirâmide" com a compreensão de que para este 
caso ele não pensaria uma pirâmide qualquer, mas um tetraedro regular. Uma ambigüidade similar 
ocorreu na Grécia Antiga quando a palavra "tetragon" foi usada. Ela signi fica uma figura qualquer 
com quatro ângulos, ou simplesmente um quadrado, dependendo do contexto onde foi usada. 
[djoyce) 
6 
 Proposição II. Problema. (Livro IV): 
Em um circulo dado inscrever um triângulo equiângulo a outro triângulo dado. 
Seja dado o circulo ABC e o triângulo DEF. Deve-se inscrever no circulo ABC um triângulo 
eqüiângulo ao triângulo DEF. 
Tire-se a reta GAH tangente (Pr. 17.3.) do circulo ABC no ponto A Sobre a reta AH, e no 
ponto dela A faça-se (Pr. 23.1) o ângulo HAC = DEF, e sobre a reta AG, no mesmo ponto A, o 
ângulo GAB = DFE. Tire-se BC. Digo que estará feito o que se pede. Porque a reta HAG toca o 
circulo ABC no ponto A, e do ponto do contacto esta tirada a reta AC, será o ângulo HAC igual ao 
ângulo no segmento alterno (Pr.32. 3), isto é, sera HAC = ABC. Mas temos feito HAC = DFE. Logo, 
o terceiro ângulo BAC deve ser igual (Pr. 32.1) ao terceiro EDF. Logo, os triângulos ABC, DEF são 
eqüiá'ngulos. Mas o triângulo ABC esta inscrito no circulo ABC. Logo, temos inscrito no circulo dado 
ABC o triângulo ABC, eqüiângulo ao triângulo proposto DEF. (Faro [4], p 103). 
Proposição I. Problema. (Livro Ill): 
Achar o centro em um circulo dado. 
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H, perpendicular ao plano do circulo EFG [Xl. 1218 , de tal forma que HK seja igual á 
linha reta AC. E una KE, KF e KG. 
Agora, como KH é perpendicular ao plano EFG, então está criada uma 
linha reta perpendicular a todas as retas do plano do circulo EFG [Xl. Def. 3]9 . 
Mas cada uma das linhas retas HE, HF e HG encontram-na: logo HK é 
perpendicular a cada uma das linhas retas HE, HF e HG. 
Seja dado o circulo ABC. Deve-se-lhe achar o centro. 
Tire-se a reta AB, como se quiser, e dividida pelo meio (Pr. 10.1.) no ponto D, deste 
levante-se DC perpendicular (Pr. 11.1.) sobre AB. Produza-se CD até encontrar a circunferência em 
E, e divida-se CF em duas partes iguais no ponto F. Digo que F é o centro do circulo ABC. 
Se não é F, seja G o centro do circulo ABC. Tirem-se as retas GA, GD, GB. Sendo DA = 
DB, e DG comum, serão as duas AD, DG iguais as duas BD, DG, cada uma a cada uma. Mas é a 
base GA = GB outra base, por serem ambas raios do mesmo circulo. Logo, será o ângulo ADG = 
GOB. (Pr. 8.1.). Mas quando uma reta, caindo sobre outra, faz os ângulos adjacentes iguais entre si, 
cada um destes ângulos é reto (Def. 10.). Logo, o ângulo GDB é reto. Mas também FDB é reto. 
Logo, será FOB = GDB, isto 6, um Angulo maior será igual a um menor, o que não pode ser. Logo, o 
ponto G não é o centro do circulo ABC. (Faro [4], p 71). 
8 Proposição XII. Problema. (Livro XI): 
Dado um plano, e dado um ponto neste plano, levantar do ponto dado uma perpendicular 
ao mesmo plano. 
Seja dado o plano AC, e nele o ponto A Deve-se do ponto A levantar uma reta, que seja 
perpendicular ao plano AC. 
Tomado fora do plano AC um ponto B, qualquer que seja, tire-se deste ponto B a reta 
perpendicular (Pr. 11.11.) ao plano AC, e faça-se passar pelo ponto A a reta AD paralela (Pr. 31.1.) 
a BC. Sendo AD e CB paralelas entre si, e sendo BC perpendicular ao plano AC, também AD será 
perpendicular (Pr. 8.11.) ao mesmo plano AC. Logo, do ponto A dado no plano AC, temos levantado 
a reta AD perpendicular ao mesmo plano AC. (Faro [4], p 202). 
9 Definição Ill. (Livro XI): 
Uma linha reta é perpendicular a um plano, quando faz ângulos retos com todas as retas 
que a tocam, existentes no mesmo piano. (Faro [4) p 191). 
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E, como AC é igual A HK, e CD A HE, e o Angulo entre eles é reto, então a 
base DA é igual A base KE. 
Pela mesma razão, cada uma das retas KF e KG também é igual a DA; 
então as três linhas retas KE, KF e KG são iguais entre si. 
E, como AC é dobro de CB, então AB é triplo de BC. 
Mas, o quadrado de AD está para o quadrado de DC, assim como AB está 
para BC; como será provado posteriormente. 
Portanto o quadrado de AD é triplo do quadrado de DC. 
Porém, o quadrado de FE também é triplo do quadrado de EH [XIII. 121 10 , e 
DC é igual A EH; logo DA também é igual A EF. 
10 
 Proposição XII. (Livro XIII): 
Se um triângulo equilátero for inscrito em um circulo, o quadrado do lado do triângulo é o 
triplo do quadrado do raio do circulo. 
Seja dado um circulo ABC, e seja dado um triângulo eqUilátero ABC inscrito nele. Eu digo 
que o quadrado de um dos lados do triângulo ABC ê o triplo do quadrado do raio do circulo ABC. 
Seja D o centro do circulo ABC; passe uma reta por A e D, obtendo o ponto E sobre o 
circulo. Una AD e DE. Portanto, como o triângulo ABC é eqUilátero, então a circunferência BEC é a 
terça parte da circunferência do circulo ABC. Conseqüentemente, a circunferência BE é a sexta 
par-te da circunferência do circulo, e então o segmento BE pertence a um hexágono regular, e assim 
BE é igual ao raio DE (Pr. 15. IV. Port.). E, como AE é o dobro de DE, o quadrado de AE é o 
72 
Mas DA é igual a cada uma das linhas retas KE, KF e KG; como foi 
provado então os quatro triângulos EFG, KEF, KFG e KEG são equiláteros. 
Conseqüentemente, foi construída uma pirâmide por quatro triângulos 
equiláteros, sendo o triângulo EFG a sua base, e K o seu ponto de cume. 
O que vem a seguir é necessário para compreender a pirâmide dentro da 
esfera e provar que o quadrado do diâmetro da esfera é uma vez e meia o 
quadrado do lado da pirâmide. 
Produza uma linha reta HL na linha reta KH, de tal forma que HL seja igual 
A CB. 
Agora, visto que, AC está para CD, assim como CD está para CB 
[VI. 8, Cor ] ' 1 , 
enquanto AC é igual A KH, CD A HE e CB A HL, então EH está para HL, assim 
como KH está para HE. Logo o retângulo de lados KH e HL é igual ao quadrado de 
EH [VI.171 12 
quádruplo do quadrado de ED, isto 6, do quadrado de BE. Mas o quadrado de AE é igual a soma 
dos quadrado de AB e BE; (Pr. 31. III, Pr. 47. 1.). Então os quadrados de AB e BE são quádruplos do 
quadrado ce BE. Conseqüentemente, separando, o quadrado de AB é o triplo do quadrado de BE. 
Mas BE é igual a DE; então o quadrado de AB é o triplo do quadrado de DE. 
Logo, o quadrado do lado do triângulo é o triplo do quadrado do raio. 
	 Q E. D. 
Proposição VIII. Teorema. (Livro VI): 
Se do ângulo reto de um triângulo retângulo 
 for tirada uma linha reta perpendicularmente 
sobre a base, os triângulos assim feitos de uma e outra parte da perpendicular serão semelhantes 
ao triângulo total, e também semelhantes entre si. 
Seja o triângulo retângulo ABC, cujo ângulo BAC seja reto. Do ponto A esteja tirada uma 
reta AD perpendicular sobre a base BC. Digo que os triângulos ABD, ADC são semelhantes ao 
triângulo total ABC, e também semelhantes entre si. 
Sendo o ângulo BAC = ADC, por ser um e outro reto; e sendo o ângulo B comum aos dois 
triângulos ABC, ABD, sera o terceiro ACB igual (Pr. 32. 1.) ao terceiro BAD. Logo, os triângulos 
ABC, ABD são eqiiiângulos, e por conseqüência, sendo proporcionais os lados que fazem os 
ângulos iguais (Pr. 4. 6.), são os mesmos triângulos ABC, ABD semelhantes (Def. 1. 6.). Com o 
mesmo discurso se prova serem também semelhantes os 
 triângulos ADC, ABC. 
Digo mais que os triângulos ABD, ADC são semelhantes entre si. 
Como os ângulos retos BDA, ADC são iguais, e se tem demonstrado BAD = C; será o 
terceiro ângulo B igual (Pr. 32. 1.) ao terceiro DAC. Logo, os triângulos ACD, ADB são eqüiângulos, 
e por conseqüência semelhantes. (Faro [4], p 161). 
I2 Proposigac XVII. Teorema. (Livro VI): 
7-, 
E cada um dos ângulos KHE e EHL é reto, então o semicírculo descrito 
sobre KL passa também através do ponto E [cf. VI. 8, III. 311 13 . 
Se três linhas retas forem proporcionais, o retângulo compreendido pelas extremas será 
igual ao quadrado da média. E se o retângulo compreendido pelas extremas for igual ao quadrado 
da média, as três linhas retas serão proporcionais. 
C 
A 
Sejam proporcionais as três linhas retas A, B, C, isto 6, seja A:B::B:C. Digo que o 
retângulo compreendido pelas retas A, C é igual ao quadrado da reta B. 
Ponha-se D = B. Sendo, como temos suposto, A:B::B:C, e sendo B = D, sera A:B::D:C 
(Pr.7.5.). Mas, quando quatro linhas retas são proporcionais, o retângulo compreendido pelas 
extremas é igual ao retângulo compreendido pelas médias (Pr. 16. 6.). Logo, o retângulo 
compreendido pelas retas A, C ê igual ao retângulo compreendido pelas retas B, D. Mas o retângulo 
 
compreendido pelas retas B, D é igual ao quadrado da reta B, por ser B = D. Logo, o retângulo 
compreendido pelas retas A, C é igual ao quadrado da reta B. 
Seja agora o retângulo compreendido pelas retas A, C igual ao quadrado da reta B. Digo 
que será A: B:: B:C. 
Feita a mesma construção que acima, sendo o retângulo das retas A, C igual ao quadrado 
da reta B; e sendo o quadrado da reta B o mesmo que o retângulo compreendido pelas retas B, D, 
por ser B = D; o retângulo das retas A, C será igual ao retângulo das retas B, D. Mas, quando o 
retângulo compreendido pelas extremas é igual ao retângulo compreendido pelas médias, as quatro 
retas são proporcionais (Pr. 16. 6.). Logo, será A:B::D:C, e, por conseqüência, sendo B = D, será 
também A:B::B:C. (Faro 141 pp 167-168). 
Proposição XXXI. Teorema. (Livro VI): 
Em todo o triângulo retângulo a figura retilinea, qualquer que seja, formada sobre o lado 
oposto ao angulo reto, é igual às outras figuras retilineas tomadas juntas, semelhantes à primeira, e 
semelhantemente descritas sobre os lados, que compreendem o ângulo reto. 
Seja o triângulo retângulo ABC, cujo ângulo BAC seja reto. Digo que a figura retilinea, 
formada sobre o lado BC, é igual As outras duas figuras tomadas juntamente, semelhantes 
primeira, e semelhantemente descritas sobre os lados BA, AC. 
Caia do ponto A sobre o lado BC a perpendicular AD. Como no triângulo retângulo ABC do 
ângulo reto em A, está tirada sobre a base BC a perpendicular AD, os triângulos ABD e ADC serão 
semelhantes ao triângulo total ABC, e também serão semelhantes (Pr. 8. 6.) entre si. Logo, sendo o 
triângulo ABC semelhante ao triângulo ABD, sera CB:BA::BA:BD (Pr. 4. 6.). Logo, as três retas CB, 
BA, BD são proporcionais, e assim sera a primeira destas três retas para a terceira, como a figura 
retilinea descrita sobre a primeira reta para outra figura semelhante (2. Cor. 20. 6.), e 
semelhantemente descrita sobre a segunda. Logo, será CB para BD, como a figura formada sobre o 
lado CB para a figura semelhante, e semelhantemente descrita sobre o lado BA. E invertendo (Pr. B. 
5.), como DB para BC, assim a figura sobre BA sera para a figura sobre BC. Com 
 a mesma 
demonstração se provará ser DC para CB, como a figura sobre CA é para a figura sobre CB. Logo, 
como as duas retas BD, DC tomadas juntas 
 são para BC, assim as figuras formadas sobre os lados 
BA, AC serão para a figura feita sobre o lado BC (Pr. 24. 5.). Mas as duas retas BD, DC tomadas 
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Então, se KL permanecer fixo, e o semicirculo der uma volta completa em 
torno de KL 14 , o semicirculo também passará através dos pontos F e G; e desde 
que FL e LG estejam unidos, os ângulos em F e G, similarmente, tornam-se 
ângulos retos, e a pirâmide estará compreendida na esfera dada. 
Pois KL, o diâmetro da esfera, é igual ao diâmetro AB da esfera dada, uma 
vez que KH foi feito igual a AC e HL à CB. 
Digo a seguir, que o quadrado do diâmetro da esfera 6 uma vez e meia o 
quadrado do lado da pirâmide. 
Pois, como AC é dobro de CB, então AB é triplo de BC, e convertendo, BA 
é uma vez e meia AC. 
Mas, o quadrado de BA está para o quadrado de AD, assim como BA está 
para AC. 
Então, o quadrado de BA também é uma vez e meia o quadrado de AD. 
E BA é o diâmetro da esfera dada, e AD é igual ao lado da pirâmide. 
Portanto o quadrado do diâmetro da esfera é uma vez e meia o quadrado 
do lado da pirâmide. 
Q. E. D. 
juntas são iguais a BC. Logo, a figura retilinea formada sobre o lado BC será igual (Pr. A. 5.) as figuras semelhantes, e semelhantemente descritas sobre os ados BA, AC. (Faro [4] pp 182-183). 
14 Este procedimento vem da 
 própria definição de esfera: Esfera é uma figura solida descrita pela 
revolução irteira de um semicirculo ao redor do seu diâmetro, que se considera como 
 imóvel (Faro [4], p 193). 
7.5 
Isto é para provar que, o quadrado de AD está para o quadrado de DC, 
assim como AB está para BC. 
Considere a figura do semicírculo. Una DB. Descreva o quadrado EC sobre 
AC, e complete o paralelogramo FB. 
Então DA está para AC, assim como BA está para AD, porque o triângulo 
DAB tem o mesmo ângulo que o triângulo DAC [V1. 8, VI. 4 • 15 , logo o retângulo de 
lados BA e AC é igual ao quadrado de AD [VI. 17]. 
Proposição IV. Teorema. (Livro VI): 
Nos triângulos 
 equiângulos 
 os lados, que formam ângulos iguais, são proporcionais e os lados oposTos a ângulos iguais são homólogos. 
Sejam os triângulos eqüiângulos ABC, DOE, cujos ângulos ABC, DOE, ACB, DEC sejam 
iguais. Dom mesmo modo serão iguais (Pr. 32.1.) os ângulos BAC, ODE. Digo que nos triângulos 
ABC, DCE os lados, que formam ângulos iguais, são proporcionais, e que os lados opostos aos ângulos iguais são homólogos. 
Ponha-se o triângulo 
 DOE de maneira que o lado CE esteja em direitura (Pr. 22.1.) com o 
lado BC do triângulo ABC. Como os ângulos ABC, ACB são menores que dois retos (Pr. 17.1.). e 
temos ACB=DEC; serão os ângulos ABC, DEC menores que dois retos, e por conseqüência as duas 
retas Ba, ED produzidas devem finalmente concorrer (Ax. 12.1.). Produzam-se pois e concorram no ponto F. Sendo o ângulo DOE = ABC, as retas BF, CD serão paralelas (Pr. 28.1.). Também sendo 
ACB = DEC, a reta AC será 
 paralela a FE. Logo a figura FACD é um paralelogramo, e por conseqüência deve ser AF=CD, e AC = FD (Pr. 34.1.). E porque a reta AC é paralela ao lado FE do 
7t) 
como, EB está para BF, assim como AB está para BC [VI. 1] 16 , e EB é o 
retângulo de lados BA e AC, pois EA é igual a AC, e BF é o retângulo de lados AC 
e CB; então, o retângulo de lados BA e AC está para o retângulo de lados AC e CB, 
assim corno AB está para BC, 
E o retângulo de lados BA e AC é igual ao quadrado de AD, e o retângulo 
de lados AC e CB ao quadrado de DC, porque a perpendicular DC é a média 
proporcional entre os segmentos AC e CB da base, pois o ângulo ADB é reto [VI. 8, 
Cor.). 
Então o quadrado de AD está para o quadrado de DC, assim como AB está 
para BC. 
Q. E. D. 
triângulo FBE, sera (Pr.2.6.) BA:AF::BC:CE. Mas AF = Ca Logo sera BA:CD::BC:CE (Pr. 7.5.), e 
permutando AB:BC::CD:CE. Além disto, sendo CD paralela a BF, sera BC:CE.:FD:DE. Mas FD = 
AC. Logo, sera BC:CE:AC:DE, e permutando BC:CA::CE:ED. Logo, tendo-se já demonstrado ser 
AB:BC::DC:CE, e BC:CA::CEED, sera por igual (Pr. 22.5.) BA:AC::CD:DE. (Faro [4], p 158). 
Proposição!. Teorema. (Livro VI): 
Os triângulos e paralelogramos, que têm a mesma altura, estão entre si como as bases. 
Tenham os triângulos ABC, ACD, e os paralelogramos EC, CF a mesma altura, que é a 
perpendicular que do ponto A cai sobre a reta BD. Digo que a base BC é para a base CD, como o 
triângulo ABC é para o triângulo ACD, e também como o paralelogramo EC é para o paralelogramo 
CF. 
Proauza-se a reta BD de uma e outra parte para os pontos H, L, e tomadas as partes BG. 
GH em um número, seja ele qualquer for, e sendo cada uma delas igual a base BC, e as partes DK. 
KL, cada uma igual a base CD, tirem-se as retas AG, AH, AK, AL. Visto serem as retas CB, BG, GH, 
iguais entre si também são iguais (Pr. 38.1.) os triângulos AHG, AGB, ABC. Logo, como a base HC 
é multíplice da base BC, do mesmo modo o triângulo AHC será multíplice do triângulo ABC. Pela 
mesma razão, como a base LC é multíplice da base CD, do mesmo modo o triângulo ALC deve ser 
multíplice 
 do triângulo ACD. Mas, se a base HC for maior, ou igual, ou menor, que a base CL, 
também o triângulo AHC sera maior, ou igual, ou menor que o triângulo ALC. Logo, sendo a base 
HC, e o triângulo AHC umas grandezas eqüimultiplices quaisquer da base BC, e do triângulo ABC, e 
a base CL, e c triângulo ALC outras grandezas quaisquer eqüimultiplices da base CD e do triângulo 
ACD, sera a base BC para a base CD, como (Def. 5.5.) o triângulo ABC é para o triângulo ACD. 
E porque o paralelogramo EC é o dobro (Pr. 41.1.) clo triângulo ABC, e o paralelogramo 
CF o dobro do triângulo ACD, e porque as partes têm entre si a mesma razão, que as grandezas 
equimultíplices delas (Pr. 15.5.), o triângulo ABC sera para o triângulo ACD, como o paralelogramo 
EC é para o paralelogramo CF. Logo, tendo nos demonstrado que a base BC é para a base CD, 
como o triângulo ABC para o triângulo ACD, e que o triângulo ABC é para o triângulo AGO, como o 
paralelogramo EC para o paralelogramo CF; a base BC sera para a base CD, como (Pr. 11.5.) o 
paralelogramo EC é para o paralelogramo CF. (Faro [4], pp 153-154). 
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Proposição 14. 
Construir um octaedro e compreendê-lo em uma esfera, como 
no caso precedente, e provar que o quadrado do diâmetro da esfera é 
o dobro do quadrado do lado do octaedro. 
Seja AB o diâmetro de uma esfera dada. Divida AB ao meio, em um ponto 
C. Descreva o semicirculo ADB sobre AB. Trace CD, por C, perpendicular a AB; e 
una DB. Considere o quadrado EFGH, tendo cada um de seus lados igual a DB. 
Obtenha o ponto K unindo HF e EG, e por K, produza a reta KL perpendicular ao 
plano do quadrado EFGH [X1. 12); e conduzindo-a através do outro lado deste 
plano, obtenha KM. Secione as linhas retas KL e KM, de tal forma que KL e KM 
sejam iguais a uma das linhas retas EK, FK, GK ou HK; e una LE, LF, LG, LH, ME, 
MF, MG e MH. 
Portanto, como KE é igual â KH, e o ângulo EKH 6 reto, então o quadrado 
de HE é o dobro do quadrado de EK [1.471 -17 
17 Proposiçâo 47. Teorema. (Livro I): 
Em todo o triângulo retângulo o quadrado feito sobre o lado oposto ao ângulo reto, é igual 
aos quadrados formados sobre os outros lados, que fazem o mesmo angulo reto. 
Novamente, corno LK é igual à KE, e o ângulo LKE é reto, então o 
quadrado de EL é o dobro do quadrado de EK [id]. 
Porém o quadrado de HE é dobro do quadrado de EK, como foi provado; 
logo o quadrado de LE 6 igual ao quadrado de EH; e conseqüentemente LE é igual 
EH. Pela mesma razão, LH também é igual a HE; e por conseguinte, o triângulo 
LEH é equilátero. 
Similarmente, podemos provar que cada um dos outros  triângulos que tem 
as suas bases sobre o quadrado EFGH, e os vertices nos pontos L ou M, 
equilátero, e então, um octaedro foi construido e eie esta contido por oito triângulos 
eqüiláteros. 
O que vem a seguir é necessário para compreender o octaedro na esfera 
dada, e provar que o quadrado do diâmetro da esfera é o dobro do quadrado do 
lado do octaedro. 
Como as linhas retas LK, KM e KE são iguais entre si, então o semicírculo 
descrito sobre LM também passará sobre E. 
Seja o triângulo retângulo ABC, cujo ângulo reto seja BAC. Digo que o quadrado feito 
sobre o lado 130 é igual aos quadrados descritos sobre os lados BA, AC, que formam o Angulo reto 
BAC 
Descreva-se sobre BC o quadrado BDEC (Pr. 46.1.), e sobre BA, AC os quadrados GB, 
HC. Pelo ponto A tire-se AL, paralela (Pr. 31.1.) a BD, ou CE, tirem-se também as retas AD, FC. 
Porque os ângulos BAC, BAG são retos (Def. 30.), as duas retas CA, AG estão em direitura uma 
com a outra (Pr. 14.1.). 0 mesmo sera a respeito das duas AB, AH. Os  ângulos DBC, FBA, por 
serem retos, são iguais. Ajunte-se-lhes o mesmo ângulo ABC. Logo, o total DBA sera igual ao total 
FBC (Ax. 2.). E sendo as duas AB, BD iguais as duas FB, BC, cada uma a cada uma, e o ângulo 
DBA = FBC, sera o triângulo ABD = FBC outro triângulo (Pr. 4.1.). Mas o paralelogramo BL é o 
dobro (Pr. 41 1.) do triângulo ABD, porque está sobre a mesma base BD, e entre as mesmas 
paralelas BD, AL; e o quadrado GB é o dobro do triângulo FBC, porque tem a base comum FB, e 
estão entre as mesmas paralelas FB, GC. Logo, sendo iguais Os dobros de quantidades iguais (Ax. 
6.), deve ser o paralelogramo BL igual ao quadrado GB. Do mesmo modo, tiradas as retas AE, BK, 
se demonstra, que o paralelogramo CL é igual ao quadrado HC. Logo, o quadrado inteiro BDEC, 
feito sobre o lado BC oposto ao Angulo reto BAC, é igual aos dois quadrados GB, HC formados 
sobre os lados BA, AC, que fazem o mesmo ângulo reto BAC. (Faro [4], pp 49-50). 
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E pc%-- mesma razão, LM permanecendo fixo, e o semicirculo dando uma 
volta completa em torno de LM, o semicirculo também passará através dos pontos 
F, G e H, e o octaedro estará compreendido na esfera. 
Digo a seguir que ele está também compreendido na esfera dada. 
Como UK é igual a KM, e concomitantemente KE é perpendicular a eles, 
então a base LE é igual a base EM [I, 4] 18 . 
E, dado que o ângulo LEM é reto, por ele estar no semicirculo [111.311 19 
então o quadrado de LM é o dobro do quadrado de LE [I. 47]. 
Proposição 4. Teorema. (Livro I): 
Se dois triângulos tiverem dois lados iguais a dois lados, cada uma a cada um, e os 
ângulos, compreendidos por estes lados, forem também iguais; as bases e os triânguios, e os mais 
angulos, que são opostos a lados iguais, serão também iguais. 
E 
Sejam os dois triângulos ABC, DEF, cujos lados AB, AC, DE, DF são iguais, cada um a 
cada urn, isio 6, AB = DE, e AC = DF; e seja o ângulo BAC = EDF. Digo, que a base BC é igual a 
base EF; e que o triângulo ABC é igual ao triângulo DEF; e que os outros ângulos do primeiro 
triângulo são iguais aos outros do segundo, cada um a cada um, segundo ficam opostos a lados 
iguais; isto e, o ângulo ABC = DEF, e ACB = DFE> 
Considere-se posto o triângulo ABC sobre o triângulo DEF, de sorte que o ponto A caia 
sobre o ponto D, e a reta AB sobre a reta DE. 0 ponto B cairá sobre o ponto E, por ser AB = DE. 
Ajustando-se pois AB sobre DE, também a reta AC se ajustará sobre a reta DF, sendo o angulo 
BAC = EDF Logo sendo AC = DF, o ponto C cairá sobre o ponto F. Mas temos visto que B cai 
sobre E. Logo a base BC se ajustará sobre a base EF. Porque se não se ajustarem, caindo B em E. 
e C em F, se seguirá, que duas linhas retas compreendem urn espaço, o que não pode ser (Ax. 10.). 
Logo a base BC deve-se ajustar sobre a base EF, e por conseqüência são iguais. Logo todo o 
triângulo ABC se ajusta sobre todo o triângulo DEF, e assim são iguais; e os outros ângulos do 
primeiro triângulo também se ajustam sobre os outros do segundo e são iguais; isto 6, o ângulo ABC 
DEF, e ACB = DFE. (Faro [4], pp 23-24) . 
Proposição 31. Teorema. (Livro Illy 
Em um circulo qualquer o angulo, que existe no semicírculo, é reto; o que existe em um 
segmento maior que o semicirculo é agudo; e o que existe em u segmento menor que o semicirculo 
obtuso. 
Novamente, como AC é igual a CB, AB é o dobro de BC. 
Mas, o quadrado de AB está para o quadrado de BD, assim como AB está 
para BC, então, o quadrado de AB é dobro do quadrado de BD. 
Porém, o quadrado de LM é dobro do quadrado de LE, como foi provado. 
E o quadrado de DB é igual ao quadrado de LE, pois EH foi produzido igual 
a DB 
Então o quadrado de AB também é igual ao quadrado de LM, e 
conseqüentemente, AB é igual à LM. 
E AB é o diâmetro da esfera dada, logo LM é igual ao diâmetro da esfera 
dada 
Por conseguinte, o octaedro foi compreendido na esfera dada, e foi 
demonstrado, ao mesmo tempo, que o quadrado do diâmetro da esfera é dobro do 
quadrado do lado do octaedro. 
Q. E. D. 
Seja o circulo ABCD, cujo diâmetro seja BC, e o centro E. Tirada a corda CA, que divide o 
circulo nos dois segmentos ABC, ADC, conduza-se às retas BA, AD, DC. Digo que o ângulo BAC. 
que existe no semicírculo BAC, é reto; e o ângulo ABC, que existe no segmento ABC maior que o 
semicirculo, é agudo; e o ângulo ADC, que existe no segmento ADC menor que o semicirculo, 
obtuso. 
Tire-se a reta AE, e produza-se BA para F. Porque temos BE = EA, será o ângulo EAB = 
[BA (Pr. 5.1.). Também sendo AE = EC, será EAC = ECA. Logo, o ângulo total BAC será igual aos 
dois ABC, ACB. Mas o ângulo FAC externo é igual aos dois internos (Pr. 32.1.) e opostos ABC. 
ACB. Logo, será o ângulo BAC = FAC, e por conseqüência cada um deles 
 será reto (Def. 10.1.). 
Logo, o ângulo CAB, existente no semicírculo BAC, é reto. 
E porque no triângulo 
 ABC os dois ângulos ABC, BAC tomados juntos são menores que 
dois retos (Pr. 17.1.), e BAC, como fica demonstrado, é um ângulo reto; será o ângulo ABC, que 
existe no segmento ABC, maior que o semicirculo, menor que um reto, e assim será agudo. 
Finalmente, porque o quadrilátero ABCD existe em um circulo, e os ângulos opostos de 
um quadrilátero qualquer, existente em um circulo, são iguais a dois retos (Pr. 22.3.), os ângulos 
ABC, ADC serão iguais a dois retos. Mas o ângulo ABC, sendo agudo, é menor que um reto. Logo, 
o ângulo ADC, existente no segmento ADC menor que o semicirculo, será maior que um reto, e por 
conseqüência será obtuso. 
E claro está que a porção 
 AB da circunferência, a respeito do centro E, cai para fora da 
reta Aft que com a base AC de um e outro segmento forma o ângulo reto para a parte do segmento 
maior ABC; e que a porção AD cai entre o mesmo centro E e a reta AF, que com a mesma AC faz o 
ângulo reto para a parte do segmento menor ADC. (Faro [4], pp 91-92). 
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Proposição 15. 
Construir um cubo e compreendê-lo em uma esfera, tal como a 
pirâmide, e provar que o quadrado do diâmetro da esfera é o triplo do 
quadrado do lado do cubo. 
Seja AB o diâmetro de uma esfera dada, e seja marcado um ponto C sobre 
AB, de tal forma que AC seja o dobro de CB. Descreva o semicírculo ADB sobre 
AB. Trace por C, CD perpendicular a AB; e una DB. Considere o quadrado EFGH 
tendo seus lados iguais a DB. Trace EK, FL, GM e HN perpendiculares ao plano do 
quadrado EFGH,respectivamente pelos pontos E, F, G e H. Secione as retas EK, 
FL, GM e HN de tal forma que EK, FL, GM e HN sejam respectivamente iguais a 
cada uma das retas EF, FG, GH e HE. Una KL, LM, MN e NK. Então o cubo FN foi 
construido, e esta definido por seis quadrados iguais. 
O que vem a seguir é necessário para compreender o cubo na esfera dada, 
e para provar que o quadrado do diâmetro da esfera é triplo do quadrado do lado 
do cubo. 
Una KG e EG. 
Portanto, como o ângulo KEG é reto, pois KE é perpendicular ao plano EG, 
e claro, também a reta EG [XI, Def.3], então o semicírculo descrito sobre KG 
passará também pelo E. 
Novamente, desde que GF descreva um ângulo reto para cada uma das 
linhas FL e FE; GF também é perpendicular ao plano FK; conseqüentemente 
S2 
também, se unirmos FK; GF sera perpendicular a FK; e novamente, por esta 
mesma razão, o semicirculo descrito sobre GK passara também pelo ponto F. 
Semelhantemente o semicirculo também passara pelos demais pontos 
angulares que estão sobre o cubo. 
Portanto, mantendo KG fixo, o semicirculo descrito sobre ele poderá dar 
uma volta completa em torno dele; logo, o cubo esta compreendido na esfera. 
Digo a seguir que ele está compreendido na esfera dada. 
Como GE é igual a FE, e o angulo em F é reto, então o quadrado de EG é 
dobro do quadrado de EF. 
Mas EF é igual a EK; logo o quadrado de EG é dobro do quadrado de EK; 
conseqüentemente, a soma dos quadrados GE e EK, que é o quadrado de GK [I, 
47] é triplo do quadrado de EK. 
E, como AB é triplo de BC, ao mesmo tempo em que, o quadrado de AB 
esta para o quadrado de BD, assim como AB esta para BC; então o quadrado de 
AB é triplo do quadrado de BD. 
Mas o quadrado de GK é triplo do quadrado de KE, como foi provado. 
E KE foi produzido igual a DB; logo KG também é igual a AB. 
E AB é o diâmetro da esfera dada; logo KG também é igual ao diâmetro da 
esfera dada. 
Portanto, o cubo foi compreendido na esfera dada, e foi demonstrado ao 
mesmo tempo, que o quadrado do diâmetro da esfera é triplo do quadrado do lado 
do cubo. 
Q. E. D. 
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Proposição 16. 
Construir um icosaedro e compreendê-lo em uma esfera, como a 
figura citada, e provar que o lado do icosaedro é a linha reta irracional 
chamada menor. 
Seja AB o diâmetro de uma esfera dada, e seja marcado um ponto C sobre 
AB, de tal forma que AC seja o quádruplo de CB. Descreva o semicírculo ADB 
sobre AB. Trace, por C, a linha CD perpendicular a AB; e una DB. 
Considere o circulo EFGHK com raio igual à DB. Inscreva o pentágono 
EFGHK, equilátero e eqUiângulo, no circulo EFGHK. Divida ao meio as 
circunferências EF, FG, GH, HK e KE, respectivamente pelos pontos L, M, N, 0 e 
P; e una LM, MN, NO, OP, PL e EP. 
Então o pentágono LMNOP também é equilátero, e a linha reta EP 
pertence a um decágono. 
Agora, pelos pontos E, F, G, H e K, trace as linhas retas EQ, FR, GS, HT e 
KU respectivamente, perpendiculares ao plano do circulo EFGHK, de tal forma que 
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sejam iguais ao raio deste circulo; e una QR, RS, ST, TU, UQ, QL, LR, RM, MS, 
SN, NT, TO, OU, UP e PQ. 
Agora, visto que, cada uma das linhas retas, EQ e KU, é perpendicular ao 
mesmo plano, então EQ é paralela a KU [XI. 6120 . 
Mas elas também são iguais entre si; e as retas que unem as extremidades 
das retas iguais e paralelas, as quais estão na mesma direção, são iguais e 
paralelas [I. 33 ] 21 . 
2" Proposição 6. Teorema. (Livro XI): 
Se duas retas forem perpendiculares ao mesmo plano, estas duas retas serão paralelas 
uma à outra 
Sejam as duas retas AB, CD perpendiculares ao mesmo plano BDE. Digo que as retas AB, 
CD são paralelas entre si. 
Tire-se a reta BD entre os pontos B, D, nos quais as retas BD, CD encontram o plano 
BDE. Seja conduzida neste mesmo plano a reta DE perpendicular a BD, e igual à AB. Tirem-se 
também as retas BE, AE, AD. Como a reta AB é perpendicular ao plano BDE, também será 
perpendicular a todas as retas, que existirem no mesmo plano e a tocarem (Def. 3.11.). Logo, a reta 
AB será perpendicular a cada uma das duas BD, BE, e por conseqüência serão retos os ângulos 
ABD, ABE. Pela mesma razão são retos também os ângulos CDB, CDE. E sendo AB = DE, e BD 
comum, serão as duas AB, BD iguais as duas ED, DB. Mas os 
 ângulos ABD, EDB são iguais por 
serem retos. Logo, será a base AD igual (Pr.4.1.), à base BE. Também sendo AB = DE, e BE = AD, 
as duas AB, BE serão iguais ás duas ED, DA, cada uma a cada uma. Mas a base AE é comum. 
Logo, o Angulo ABE será igual (Pr. 8.1.) ao ângulo EDA. Mas ABE é reto. Logo, será também reto o 
ângulo EDA, e por conseqüência a reta ED é também perpendicular a cada uma das duas BD, DA, 
DC na seção comum D, e por conseqüência estas três retas devem existir em um mesmo plano (Pr. 
5.11.). Mas a reta AB existe no plano das retas BD, DA, porque três retas, que a duas a duas se 
encontram, estão postas em um só e mesmo plano (Pr. 2.1.). Logo, as três retas AB, BD, DC 
existem no mesmo plano. Mas os 
 ângulos ABD, BDC são retos. Logo, as retas AB, CD são 
paralelas (Pr. 28.1.). (Faro [4],pp 198-199). 
21 Proposição 33. Teorema. (Livro I): 
As retas, que da mesma parte estão postas entre as extremidades de duas outras retas 
iguais e paralelas, são também iguais e paralelas. 
Sejam as duas retas AB, CD iguais e paralelas, e entre os extremos dela A, C, B, D 
estejam postas as outras duas AC, BD. Digo que AC, BD são iguais e paralelas. 
Tire-se a reta BC. Porque AB, CD são paralelas, e são cortadas pela reta BC, serão os 
ângulos alternos ABBC, BCD iguais (Pr. 29.1.). E sendo AB = CD, e BC comum; as duas AB, BC 
serão iguais às duas DC, CB. Mas temos o ângulo ABC = BCD. Logo, será a base AC = BD, que é a 
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Então QU é igual e paralela A EK. 
Mas EK pertence a um pentágono equilátero; conseqüentemente QU 
também pertence a um pentágono eqüilátero inscrito no circulo EFGHK. 
Pela mesma razão, cada uma das retas, QR, RS, ST e TU, também 
pertence ao pentágono equilátero inscrito no círculo EFGHK; logo o pentágono 
QRSTU é equilátero.  
E, visto que QE pertence a um hexágono, e EP a um decágono, e o Angulo 
QEP é reto, então QP pertence a um pentágono; pois o quadrado do lado do 
pentágono é igual a soma do quadrado do lado do hexágono e do quadrado do 
lado do decágono inscrito no mesmo circulo [XIII. 10122 . 
outra base (Pr. 4.1.); e o triângulo ABC igual ao triângulo BCD, e os mais ângulos iguais aos mais 
ângulos (Pr. 4.1.), cada uma a cada um, segundo ficam opostos a lados iguais. Logo, deve ser o 
ângulo ACB = CBD. Logo, a reta BC, fazendo com as duas AC, BD os ângulos alternos ACB, CBD 
iguais, as duas retas AC, BD serão paralelas (Pr. 27.1.). E já temos demonstrado que são também 
iguais. (Faro (4], p 41). 
22 
 Proposição 10. Teorema. (Livro XIII): 
Se um pentágono eqüilátero estiver inscrito em um circulo, o quadrado do lado do 
pentágono é igual aos quadrados do lado do hexágono e do decágono inscrito no mesmo circulo. 
Seja o circulo ABCDE, e seja o pentágono equilátero ABCDE inscrito no circulo ABCDE. 
Digo que o quadrado do lado do pentágono ABCDE é igual a soma dos quadrados do lado do 
hexágono e do decágono inscritos no circulo ABCDE. 
Seja F o centro do circulo; una AF e conduza até o ponto G; una FB; levante FH, por F, 
perpendicular a AB e conduza até K; e una AK e KB; novamente, levante FL, por F, perpendicular a 
AK, e o conduza até M, e una KN. Como a circunferência ABCG é igual à circunferência AEDG, e 
nelas ABC 6 igual a AED, então a remanescente, a circunferência CG, é igual a remanescente GD. 
Mas CD pertence a um pentágono, logo CG pertence a um  decágono. E, como FA ê igual à FB, e 
FH é perpendicular, então o ângulo AFK é também igual ao ângulo KFB (Pr. 5.1., Pr. 26.1.). 
Conseqüentemente a circunferência AK é também igual a KB (Pr. 26.3.); logo a circunferência AB 6 
o dobro da circunferência BK; portanto a reta AK é um lado de um decágono. Pela mesma razão AK 
também é dobro de KM. Agora, como a circunferência AB é o dobro da circunferência BK, enquanto 
a circunferência CD é igual â circunferência AB, então a circunferência CD também ê dobro da 
circunferência BK. Mas a circunferência CD também é dobro de CG; então a circunferência CG é 
igual a circunferência BK. Mas BK é o dobro de KM, como KA também é; então CG também é dobro 
de KM. Mas, mais adiante, a circunferência CB também é dobro da circunferência BK, porque a 
circunferência CB é igual a BA. Então toda a circunferência GB também é dobro de BM; e 
conseqüentemente o ângulo GFB é também o dobro do ângulo BEM (Pr. 33.6.). Mas o ângulo GFB 
também é dobro do Angulo FAB, porque o ângulo FAB é igual ao ângulo ABF. Então o ângulo BFN é 
também igual ao Angulo FAB. Mas o Angulo ABF é comum aos dois triângulos ABF e BFN, logo o 
ângulo remanescente AFB é igual ao ângulo remanescente BNF (Pr. 32.1.); então o triângulo ABF é 
eqüiângulo com o triângulo BFN. Então, proporcionalmente, 
 EB está para BN, assim como a reta AB 
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Por esta mesma razão PU também é um lado de um pentágono. 
Mas QU também pertence a um pentágono; logo o triângulo QPU é 
eqüilátera 
Por esta mesma razão cada um dos  triângulos, QLR, RMS, SNT e TOU, 
também é equilátero. 
E, como foi provado, cada uma das retas, QL e QP, pertence a urn 
pentágono,e LP também pertence a um pentágono, então o triângulo QLP é 
equilátero. 
Pela mesma razão cada um dos triângulos, LRM, MSN, NTO e OUP, 
também é equilátero. 
Considere o ponto V o centro do circulo EFGHK, trace VZ perpendicular ao 
plano do c i rculo, pelo ponto V, e produza VX na outra direção. Esboce VW, de tal 
forma que VW seja o lado de um hexágono, e cada uma das linhas, VX e VVZ, seja 
um dos lados de um decágono. Una QZ, QW, UZ, EV, LV, LX e XM. 
Agora, cada uma das retas, VW e QE, é perpendicular ao plano do circulo, 
então VW é paralela á QE [XI. 6]. 
Mas elas também são iguais, então EV e QW também são iguais e 
paralelas [I. 33]. 
Mas EV pertence a um hexágono, logo QW também pertence a um 
hexágono. 
E, como QW pertence a um hexágono, VVZ a um decágono, e o ângulo 
QVVZ é reto, então QZ pertence a um pentágono [XIII. 10]. 
Peia mesma razão UZ também pertence a um pentágono, já que, se 
unirmos VK e WU, elas serão iguais e opostas, e VK, sendo um raio, pertence a um 
hexágono [IV. 15, Cor123 ; logo WV também pertence a um hexágono. 
está para BE (Pr. 4.6.), logo o retângulo de lados AB e BN é igual ao quadrado de BE (Pr. 17.6.). 
Novamente, como AL é igual a LK, enquanto a base LN é comum e perpendicular, então a base KN 
é igual a base AN (Pr.4.1.); logo o ângulo LKN também é igual ao ângulo LAN. Mas o ângulo LAN é 
igual ao ângulo KBN; logo o ângulo LKN é também igual ao ângulo KBN. E o ângulo sobre A é 
comum aos dois triângulos AKB e AKN. Então o angulo remanescente AKB é igual ao ângulo 
remanescente KNA (Pr. 32.1.); logo o triângulo KBA é eqüiângulo com o triângulo KNA. Então. 
proporcionalmente, KA esta para AN, assim como a reta BA está para AK; logo o retângulo de lados 
BA e AN é igual ao quadrado de AK (Pr. 17.6.). Mas o retângulo de lados AB e BN é igual ao 
quadrado de BF, como foi mostrado; logo o retângulo de lados AB e BN junto com o retângulo de 
lados BA e AN, que 6, o quadrado de BA (Pr. 2.2.), é igual ao quadrado de BF junto com o quadrado 
de AK. E BA é urn lado do pentágono, BF do hexágono (Por. 15.4.), e AK do decágono. Então etc. 
2; Corolário da Proposição 15. (Livro IV): 
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Mas WZ pertence a um decágono, e o Angulo UWZ é reto, logo LIZ 
pertence a um pentágono [XIII. 10]. 
Mas QU também pertence a um pentágono, logo o triângulo QUZ é 
equilátero. 
Pela mesma razão cada um dos triângulos remanescentes, para os quais 
as linhas retas QR, RS, ST e TU são as bases, e o ponto Z é o vértice; é também 
equilátero 
Novamente, como VL pertence a um hexágono, VX a um decágono, e o 
ângulo LVX é reto, então LX pertence a um pentágono [XIII. 10]. 
Pela mesma razão, se nós unirmos MV, o qual pertence a um hexágono, 
podemos deduzir que MX pertence também a um pentágono; logo o triângulo LMX 
é eqüilátero. 
Similarmente, pode ser provado que cada um dos triângulos 
remanescentes, dos quais MN, NO, OP e PL são as bases, e o ponto X é o vértice; 
6 também equilátero. 
Então um icosaedro foi construido, o qual está constituído por vinte 
triângulos eqüiláteros. 
O que vem a seguir é necessário para compreendê-lo na esfera dada e 
para provar que o lado do icosaedro é a linha reta irracional chamada menor. 
Pois, como VW pertence a um hexágono, e WZ a um decágono, então VZ 
está dividida em média e extrema razão em V, 4 , e VW é o segmento maior [XIII. 
9]25 ; logo, VW está para WZ assim como ZV está para VW. 
Disto se conclui que o lado do hexágono equilátero e eqüiángulo é igual ao semidiãmetro 
do circulo, no qual o hexágono está inscrito.(...). (Faro [41, p 114). 
24 Definição 3. (Livro VI) 
Uma linha reta se diz dividida em extrema e meia razão, quando toda a linha é para o 
segmento maior, como este segmento maior é pra o segmento menor. (Faro [4 ] , p 1531 
-" Proposição 9. Teorema, (Livro XIII): 
Se o lado de um hexágono e o de um decágono inscritos no mesmo circulo, estiverem 
adicionados juntos, a reta deste todo estará cortada em estrema e meia razão, e seu segmento 
maior é o lado do t- exágono. 
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Mas VW é igual A VE, e WZ é igual A WZ; então EV esta para VX assim 
como ZV está para VE. 
E os ângulos ZVE e EVX são retos; logo, se unirmos as linhas retas EZ, o 
Angulo XEZ será reto devido A semelhança dos triângulos XEZ e VEZ. 
Pela mesma razão, dado que, VW está para WZ, assim como ZV esta para 
VW, e ZV é igual A XW, e VW igual A WQ, então, QW está para VIZ, assim como 
XW está para WQ. 
El pela mesma razão, se unirmos QX, o ângulo sobre Q sera reto [VI. 8]; 
então o semicírculo descrito sobre XZ passará também através de Q [III. 31]. 
E se, XZ permanecer fixado, o semicírculo descrito sobre ele poderá ser 
arrastado em torno dele e retornar a sua posição inicial, passando pelo ponto Q e 
os demais pontos angulares do icosaedro, e o icosaedro estará compreendido na 
esfera. 
Digo a seguir que ele esta compreendido na esfera dada. 
Secione VW ao meio, em um ponto A'. 
Seja dado o circulo ABC; das figuras inscritas no circulo ABC seja BC o lado de um 
decágono, CD de um hexágono, e estejam eles em uma reta. Eu digo que a reta inteira BD esta 
cortada em extrema e meia razão, e CD é seu segmento maior. 
Seja E o centro do circulo, e estejam unidos EB, EC e ED; e seja BE conduzido até o 
ponto A. 
Como BC é o lado do decágono eqüilátero, então a circunferência ACB é cinco vezes a 
circunferência BC; logo a circunferência AC é o quádruplo de CB. Mas, o ângulo AEC está para o 
angulo CEB, assim como a circunferência AC esta para CB (Pr. 33.6.); logo o ângulo AEC é o 
quádruplo do angulo CEB. E, como o angulo EBC é igual ao ângulo ECB (Pr. 5.1.), então o ângulo 
AEC é o dobro do ângulo ECB (Pr. 32.1.). E, como a reta EC é igual à CD, pois cada uma delas é 
igual ao lado do hexágono inscrito no circulo ABC (Pr. 15.4.,Cor.), o ângulo CED é também igual ao 
ângulo CDE (Pr. 5,1.); logo o ângulo ECB é o dobro do ângulo EDC (Pr. 32.1.). Mas o angulo AEC é 
o dobro do ângulo ECB, como foi provado; logo o angulo AEC é o quadruplo do angulo EDC. Mas o 
ângulo AEC é o quádruplo do ângulo BEC, como foi mostrado, logo o ângulo EDC é igual ao ângulo 
BEC. Mas o ângulo EBD é comum aos dois triângulos BEC e BED; então o angulo remanescente 
BED é também igual ao angulo remanescente ECB (Pr. 32.1.); logo o triângulo EBD é eqüiângulo 
com o triângulo EBC. Portanto, proporcionalmente, EB 
 está para BC, assim como DB esta para BE 
(Pr 4.6.). Mas EB é igual a CD. Logo, DC esta para CB, assim como BD está para DC. E BD é 
maior que DC; logo DC é também maior que CB. Então a linha BD está cortada em extrema e meia 
razão, e DC é seu segmento maior. 
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Então, dado que a reta VZ foi dividida em média e extrema razão em W. e 
ZW é seu segmento menor, então o quadrado de ZW somado A metade do 
segmento maior, que é WA', é cinco vezes o quadrado da metade do segmento 
maior [XIII. 3126 ; logo o quadrado de ZA'é cinco vezes o quadrado de A'VV. 
E ZX é o dobro de ZA', e VW o dobro de A'W; então o quadrado de ZX 
cinco vezes o quadrado de VW. 
E, dado que AC é quádruplo de CB, então AB é cinco vezes BC. 
Mas, o quadrado de AB está para o quadrado de BD, assim como AB está 
para BC [VI. 8, V. Def. 9]27 ; então o quadrado de AB é cinco vezes o quadrado de 
BD. 
Mas, o quadrado de ZX é cinco vezes o quadrado de VW, como foi 
mostrado. 
Proposição 3. Teorema. (Livro XIII): 
Se uma reta for cortada em estrema e meia razão, o quadrado do segmento menor 
adicionado à metade do segmento maior é cinco vexes o quadrado da metade do segmento maior. 
A 
	 C 
N
E 
E 
Seja uma reta qualquer AB cortada em extrema e meia razão em um ponto C, seja AC o 
segmento maior, e AC secionado em duas partes iguais no ponto D. Digo que o quadrado de BD é 
cinco vezes o quadrado de DC. 
Descreva o quadrado AE sobre AB, e esboce a figura dobrada Como AC é dobro de DC, 
então o quadrado de AC é quádruplo do quadrado de DC, isto 6, RS é quádruplo de FG. E. como o 
retângulo de lados AB e BC é igual ao quadrado de AC, e CE é o retângulo de lados AB e BC. então 
CE é o retângulo de lados AB e BC, logo CE é igual a RS. Mas RS é quádruplo de FG; logo CE é 
também quadruplo de FG. Novamente, como AD é igual à DC, HK é também igual à KF. 
Conseqüentemente o quadrado de GE é também igual ao quadrado HL. Então GK é igual a KL, 
como MN é igual à NE; por isso MF é também igual à FE. Mas MF é igual à CG; logo CG também é 
igual à FE. Adicione ON a cada; então o gnomon OPQ é igual a CE. Mas CE é quádruplo de GF, 
como foi mostrado; logo o gnomon OPQ é também quádruplo do quadrado de FG. Então o gnomon 
OPQ e o quadrado FG são cinco vezes FG. Mas o gnomon OPQ e o quadrado FG são o quadrado 
de DN. E ON é o quadrado de DB, e GF o quadrado de DC. Então o quadrado de DB é cinco vezes 
o quadrado de DC. Q.E.D. 
27 
 Definição 9. Livro V. 
A proporção consiste em três termos, pelo menos (Faro [4], p. 120). 
R 
H 
1,4 
E DB é igual a VW, pois cada uma delas é igual ao raio do circulo EFGHK: 
então AB também é igual à XZ, 
E AB é o diâmetro da esfera dada; então XZ também é igual ao diâmetro 
da esfera dada. 
Conseqüentemente o icosaedro esta compreendido na esfera dada. 
Digo a seguir que o lado do icosaedro é a linha reta irracional chamada 
menor. 
Pois, como o diâmetro da esfera é racional, e o quadrado dele é cinco 
vezes o quadrado do raio do circulo EFGHK, então o raio do circulo EFGHK é 
também racional; desde que o diâmetro seja também racional. 
Mas, se um pentágono eqüilátero está inscrito no circulo, o qual tem seu 
diâmetro racional, o lado do pentágono é a linha reta irracional chamada menor 
[XIII.11]28 . 
28 Proposição 11. Teorema. (Livro XIII): 
Se um pentágono equilátero for inscrito em um circulo que tenha seu diâmetro racional , o 
lado do pentágono é a reta irracional chamada menor. 
A 
Seja um pentágono equilátero ABCDE inscrito no circulo ABCDE, que tem seu diâmetro 
racional; eu digo que o lado do pentágono é a linha reta irracional chamada menor. 
Seja o ponto F o centro do circulo; una AF e FB e conduza até os pontos G e H: una AC. e 
produza FK de tal forma que FK seja a quarta parte de AF. Agora AF é racional; logo FK 
 também 
racional. Mas BF também é racional; logo o todo BK é racional. E, como a circunferência ACG 
igual à circunferência ADG, e nelas ABC é igual a AED, então a restante CG é igual a restante GD. 
E, se unirmos AD, concluiremos que os ângulos sobre L são retos. e CD é dobro de CL. Pela 
mesma razão os ângulos sobre M são também retos, e AC é dobro de CM. Então, como o ângulo 
ALC é igual ao ângulo AMF, e o ângulo LAC é comum aos dois triângulos ACL e AME, então o 
ângulo restante ACL é igual ao ângulo restante MFA (Pr. 32.1.); logo o triângulo ACL é eqüiângulo 
com o triângulo AMF; então, proporcionalmente, ME está para FA, assim como LC está para CA. E 
os dobros dos antecedentes podem ser obtidos; logo, o dobro de MF esta para FA, assim como o 
dobro de LC esta para CA. Mas, MF está para a metade de FA, assim como o dobro de ME está 
para FA, então também, ME está para a metade de FA, assim como o dobro de LC está para CA. E 
pode ser obtida a metade das conseqüências; então, MF está para o quarto de FA, assim como o 
dobro de LC esta para a metade de CA. E DC é dobro de LC, CM é metade de CA, e FK uma quarta 
parte de FA; então, ME esta para FK, assim como DC esta para CM. Componendo também, MK 
esta para KF, assim como a soma de DC e CM esta para CM (Pr. 18.5.). Então também, o quadrado 
de MK está para o quadrado de KF, assim como o quadrado da soma de DC e CM está para o 
9 ) 
E o lado do pentágono EFGHK é o lado cio icosaedro. 
Então o lado do icosaedro é a linha reta irracional chamada menor. 
PORISMA 
Por isto está dito que o quadrado do diâmetro da esfera é cinco vezes o 
quadrado do raio do circulo, para o qual o icosaedro foi descrito, e o diâmetro da 
esfera é composto do lado do hexágono e dois dos lados do decágono inscritos no 
mesmo circulo. 
Q. E. D. 
quadrado de CM. E como, quando a reta que subtende dois lados do pentágono, como AC, estiver 
cortada em extrema e meia razão, o segmento maior é igual ao lado do 
 pentágono, isto 6, a DC (Pr 
8.13.), conseqüentemente o quadrado do segmento maior adicionado a metade do todo é cinco 
vezes o quadrado da metade do todo (Pr. 1.13.), e CM é metade do todo AC; logo a soma do quadrado de DC e CM obtido sobre uma reta é cinco vezes o quadrado de CM. Mas, o quadrado de MK está para o quadrado de KF, assim como o quadrado da soma de DC e CM, obtido sobre uma 
reta, esta para o quadrado de CM, como foi provado. Mas o quadrado de KF é racional, pois o diâmetro é racional; então o quadrado de MK também é racional; logo MK é racional. E, como BF é 
quádruplo de FK, então BF é cinco vezes FK; logo o quadrado de BK é vinte e cinco vezes o quadrado de KF. Mas o quadrado de MK é cinco vezes o quadrado de KF; logo o quadrado de BK é 
cinco vezes o quadrado de KM; logo o quadrado de BK não tem para o quadrado de KM a razão 
que um número quadrado tem para um número quadrado; conseqüentemente BK é incomensurável 
em comprimento com KM (Pr. 9.10.). E cada um deles é racional. Logo, apenas o quadrado das linhas retas BK e KM é comensurável. Mas, se de uma linha reta racional for 
 subtraída uma linha 
reta racioral, a qual é comensurável com o todo apenas em quadrado; a restante é irracional, chamada apótema; então MB é um apótema e MK seu anexo (Pr. 73.10.). 
Digo a seguir, que MB também é um quarto apótema. Seja o quadrado de N igual a diferença entre o quadrado de BK e o quadrado de KM; então o quadrado de BK é maior que o quadrado de KM, pelo quadrado de N. E, como KF é comensurável com FB, componendo também, KB é comensurável com FB (Pr. 15.10.). Mas BF é 
 comensurável 
 com BH; então BK também é comensurável com BH (Pr. 12.10.). E, como o quadrado de BK é cinco vezes o quadrado de KM, então o quadrado de BK tem para o quadrado de KM, a razão que 5 tem para I. Então, convertendo, o quadrado de BK tem para o quadrado de N, a razão que 5 tem para 4 (Pr. 19.5., Por.), e esta não é a razão que o quadrado de um número tem para o quadrado de um número, então BK é 
incomensurável com N (Pr. 9.10.); logo o quadrado de BK é maior que o quadrado de KM, pelo quadrado cia linha reta incomensurável com BK. Então, como o quadrado do todo BK é maior que o quadrado do anexo KM, pelo quadrado da reta incomensurável com BK, e o todo BK é comensurável 
 com a reta racional, BH, então MB é um quarto apótema. Mas o retângulo 
compreendido pela reta racional e pelo quarto apótema é racional, e suas raizes quadradas são 
racionais, e é chamado menor (Pr. 94.10.). Mas o quadrado de AB é igual ao retângulo de lados HB e BM, porque, quando AH é unido, o triângulo ABH é equiangular ao triângulo ABM, e AB está para BM, assim como HB está para BA Conseqüentemente o lado AB do pentágono é uma linha reta irracional chamada menor. Q. E. D. 
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Proposição 17. 
Construir um dodecaedro e compreendê-lo em uma esfera, 
como a figura citada, e provar que o lado do dodecaedro é a reta 
irracional chamada apótema. 
Sejam ABCD e CBEF dois planos do cubo supracitado, perpendiculares 
entre si. Secione ao meio os lados AB, BC, CD, DA, EF, EB e FC, respectivamente 
nos pontos G, H, K, L, M, N e O. Una GK, HL, MH e NO. Divida as linhas retas NP, 
PO e HQ em média e extrema razão, respectivamente nos pontos R, S e T; e 
sejam RP, PS e TQ seus segmentos maiores. Levante RU, SV e TW pelos pontos 
R, S e T; perpendiculares aos pianos do cubo e em direção ao lado de fora do 
cubo, e sejam eles produzidos iguais a RP, PS e TQ. Una UB, BW, WC, CV e VU 
lJ 
)NN 
 
NNV 
Q 
Li 
Digo que o pentágono UBWCV é equilátero, está dentro de um plano, e 6, 
adicionalmente, eqiiiângulo. 
H F 
Una RB, SB e VB. 
Portanto, como a linha reta NP foi dividida em média e extrema razão em 
R, e RI:' é o segmento maior, conseqüentemente a soma dos quadrados de PN e 
NR é triplo do quadrado de RP [XIII. 4] 29 . 
Mas PN é igual à NB, e PR à RU; logo a soma dos quadrados de BN e NR 
é triplo do quadrado de RU. 
Mas o quadrado de BR é igual à soma dos quadrados de BN e NR [I. 471; 
logo o quadrado de BR é triplo do quadrado de RU; conseqüentemente a soma dos 
quadrados de BR e RU é quádruplo do quadrado de RU. 
Mas o quadrado de BU é igual à soma dos quadrados de BR e RU; logo o 
quadrado de BU é quádruplo do quadrado de RU; e então BU é dobro de RU. 
Mas VU também é dobro de UR, já que SR também é dobro de PR, que é 
igual à RU, logo BU é igual à UV. 
Semelhantemente pode ser provado que cada uma das linhas retas BW, 
WC e CV também é igual a cada uma das linhas retas BU e UV. 
Então o pentágono BUVCW é equilátero. 
29 Proposição 4. Teorema. (Livro XIII): 
Se uma linha reta estiver dividida em média e extrema razão, o quadrado do todo 
adicionado ao quadrado do segmento menor, é triplo do quadrado do segmento maior. 
G 	 E 
Seja AB uma reta. Esteja ela dividida em media e extrema razão em C, e seja AC o 
segmentc maior. Digo que a soma dos quadrados de AB e BC é triplo do quadrado de CA. 
Descreva ADEB sobre AB, esboce a figura. Desde que AB esteja dividida em media e 
extrema razão em C, e AC seja o segmento maior, então o retângulo de lados AB e BC é igual ao quadrado de AC (Def. 3.6, Pr. 17.6.). E AK é o retângulo de lados AB e BC, e HG é o quadrado de AC; logo AK é igual a HG. E, como AF é igual a FE, adicionando CK a cada um dales; então o todo AK é igual ao todo CE; logo a soma de AK e CE é dobro de AK. Mas a soma de AK e CE è o gnomon LMN e o quadrado de CK; logo o gnomon LMN e o quadrado de CK são dobro de AK. Mas, 
adicionalrnente, AK foi provado igual a HG; então o gnomon LMN e a soma dos quadrados de CK e HG são triplos do quadrado HG. E o gnomon LMN e os quadrados CK e HG são todo o quadrado AE e CK, os quais são os quadrados de AB e BC, enquanto HG é o quadrado de AC. Então a soma dos quadrados de AB e BC é triplo do quadrado de AC. 
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Digo a seguir que ele também está em um mesmo plano. 
Levante PX, por P, paralela a cada uma das linhas retas RU e SU, e 
relativas ao lado de fora do cubo, e una XH e HW Digo que XHW é uma linha reta. 
Pois, como HQ está dividida em media e extrema razão em T, e QT é seu 
segmento maior, então, QT está para TH, assim como HQ está para QT. 
Mas HQ é igual a HP, e QT igual a cada uma das retas TVV e PX; então, 
WT está para TH, assim como HP está para PX. 
E HP é paralela a TVV, pois cada uma delas é perpendicular ao plano BD 
[X1.6130 ; e TH é paralela a PX, pois cada uma delas é perpendicular ao plano BF 
[id ]. 
Mas, se dois triângulos, como XPH e HTW, os quais têm dois lados 
proporcionais a dois lados, estiverem colocados junto a um Angulo, de tal forma 
que seus lados correspondentes são paralelos, as linhas retas restantes estarão 
em uma mesma linha reta [VI. 32 ]31 ; então XH está em uma linha reta com HW. 
Proposição 6. Teorema. (Livro XIII): 
Se uma linha reta estiver dividida em extrema e meia razão, cada um dos segmentos é a linha reta irracional chamada 
 apótema. 
E, 
Seja AB uma linha reta racional dividida em media e extrema razão em C, e seja AC o 
segmento maior. Digo que cada uma das linhas AC e CB É? a linha reta irracional chamada apótema. 
Produza BA; e faça AD de tal forma que AD seja metade de BA. Como então a linha reta 
AB esta dividida em média e extrema razão, e ao segmento maior AC está adicionado AD, o qual 
metade de Aft então o quadrado de CD é cinco vezes o quadrado de DA (Pr. 1.13.). Logo o quadrado de CD tem para o quadrado de DA a razão que o número tem para o número; então o quadrado de CD é comensurável com o quadrado de DA (Pr. 6.10.). Mas o quadrado de DA e 
racional, pois DA é racional, sendo metade de AB, o qual é racional; então o quadrado de CD 
também é racional (Def. 4.10.); logo CD também é racional. E, como o quadrado de CD não tem para o quadrado de DA a razão que um número quadrado tem para um número quadrado, então CD 
é incomensurável em relação a DA (Pr.9.10.); logo CD e DA são linhas retas racionais 
comensuráveis em quadrado somente; logo AC é uma 
 apótema 
 (Pr. 73.10.).Novamente, como AB 
está dividida em media e extrema razão, e AC é o segmento maior, então o retângulo de lados AB e 
BC é igual ao quadrado de AC (Def. 3.6. ,Pr. 17.6.). Então o quadrado da apótema AC, se aplicado a 
reta racional AB, produz BC como resultado. Mas o quadrado da apótema, se aplicado a reta 
racional, produz como resultado a primeira apótema (Pr.97.10.); logo CBé uma primeira apotema. E CA foi mostrado também como sendo uma 
 apótema. Então etc. 
Propos gão 32. Teorema. (Livro VI): 
Se dois triângulos, nos quais dois lados de um são proporcionais a dois lados do outro, se 
dispuserem entre si de maneira que, tocando-se com dois ângulos, os lados 
 homólogos sejam 
respectivamente paralelos, os outros lados do mesmo 
 triângulo estarão em direitura um com outro. 
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as cada reta está em um plano [XI. 1] 32 ; conseqüentemente o pentágono 
UBWCV está em um piano. 
Digo a seguir que ele também é eqijiângulo. 
Pois, como a reta NP está dividida em média e extrema razão em R, e PR 
é o segmento maior, ao mesmo tempo em que PR é igual a PS, então NS também 
está dividida em média e extrema razão em P, e NP é o segmento maior [XIII. 5] 33 ; 
logo a soma dos quadrados de NS e SP é triplo do quadrado de NP [XIII. 4]. 
Sejam os dois triângulos ABC, DCE, e sejam os lados BA, AC do primeiro proporcionais 
aos lados CD, DE do segundo, isto 6, seja BA:AC::CD:DE. Considerem-se os dois triângulos ABC. 
DCE, postcs entre si, de maneira que, tocando-se pela parte dos ângulos ACB, DCE no ponto C, 
seja o lado AB paralelo ao lado DC, e também seja o lado AC paralelo ao lado DE. Digo que o lado BC estará em direitura com o lado CE. 
Como o lado AB é paralelo ao lado DC, e são ambos cortados pela reta ac, os ângulos 
alternos BAC, ACD serão iguais (Pr. 29.1.) entre si. Pela mesma razão são iguais os ângulos CDE, 
ACD. Logo, também será BAC= CUE. 
 E porque os dois triângulos ABC, DCE têm iguais os ângulos A, D, e proporcionais os lados, que formam estes ângulos iguais, sendo pela hipótese 
BA:AC::CD:DE, os mesmos triângulos ABC, DCE serão eqüiângulos (Pr. 6.6.). Logo, 
 será o ângulo 
ABC -= DCE. Mas temos demonstrado ser BAC = ACD. Logo, será o total ACE igual aos dois juntamente ABC, BAC. Ajunte-se a uma e outra parte o mesmo ângulo ACB, serão os dois ACE, 
ACB, tomacos juntos, iguais aos três ABC, BAC, ACB, também tomados juntos. Mas os três ABC. 
BAC, ACB são iguais a dois retos (Pr. 32.1.).Logo, também os dois ACE, ACB serão iguais a dois 
retos, e por conseqüência o lado BC estará em direitura (Pr. 14.1.) com o lado CE (Faro (41, pp.183- 184) 
Proposição 1. Teorema. (Livro XI): 
Uma linha reta não pode ter uma parte dela mesma em um plano, e outra parte fora deste 
mesmo plano. 
Esteja a parte AB de uma linha reta em um plano, e a parte BC da mesma linha reta, se é 
passive!, esteja fora deste plano.Neste mesmo piano 
 poderá 
 haver outra linha reta, como DB. a qual 
esteja em direitura com a reta AB. Mas isto assim suposto, as duas retas ABC, ADB vêm a ter o 
segmento comum AB, o que não pode ser (Cor. 11.1.). Logo é falso que a parte AB da linha reta ABC esteja em um plano, e a outra parte BC exista fora deste mesmo plano (Faro [4], p. 195). 
Proposição 5. Teorema. (Livro XIII): 
Vu 
Mas NP é igual à NB, e PS à SV; logo a soma dos quadrados de NS e SV é 
triplo do quadrado de NB; conseqüentemente a soma dos quadrados de VS, SN e 
NB é quádruplo do quadrado de NB. 
Mas o quadrado de SB é igual à soma dos quadrados de SN e NB; logo a 
soma dcs quadrados de BS e SV, que 6, o quadrado de BV (pois o ângulo VSB 
reto) é quádruplo do quadrado de NB; então VB é dobro de BN 
Mas BC também é dobro de BN; então BV é igual a BC. 
E, como os dois lados BU e UV são iguais aos dois lados BW e WC, e a 
base BV é igual à base BC, então o Angulo BUV é igual ao Angulo BWC [I. 8134 
Se uma linha reta estiver dividida em media e extrema razão, e estiver adicionada a ela 
uma linha reta igual ao segmento maior, toda a linha reta estará dividida em média e extrema razão, 
e a reta original é o segmento maior. 
a 
H 
E 
Seja a linha reta AB dividida em média e extrema razão no ponto C, seja AC o segmento 
maior, e AD igual a AC. Digo que a reta DB está dividida em media e extrema razão em A, e a linha 
reta original AB é o segmento maior. 
Descreva o quadrado AE sobre AB, e esboce a figura. Desde que AB esteja dividida em 
média e extrema razão em C, então o retângulo de lados AB e BC é igual ao quadrado de AC (Def.3.6., Pr.17.6.). E CE é o retângulo de lados AB e BC, e CH o quadrado de AC; então CE é igual 
a Ha Mas HE é igual a CE, e DH é igual a NC; logo DH também é igual a HE. Portanto o todo OK é igual ao todo AE. E DK é o retângulo de lados BD e DA, pois AD é igual a DL; e AE é o quadrado de AB; então o retângulo de lados BD e DA é igual ao quadrado de AB. Então, DB está para BA, assim 
como BA está para AD (Pr. 17.6.). E DB 6 maior que BA; logo BA também é maior que AD (Pr. 
14.5.). Então DB está dividida em media e extrema razão em A, e AB é o segmento maior. 
Proposição 8. Teorema. (Livro I): 
Se dois triângulos tiverem dois lados iguais a dois lados, cada um a cada um, e as bases 
também iguais; os ângulos compreendidos pelos lados iguais serão também iguais 
A 	 D 
Sejam os dois triângulos ABC, DEF, e seja o lado AB = DE, e AC = DF, e também a base BC -= EF outra base. Digo, que sera o angulo BAC = EDF. 
Posto o triângulo ABC sobre o triângulo DEF de sorte que o ponto B caia em E, e a reta BC sobre a reta EF, também o ponto C deve cair sobre o ponto F, por ser BC = EF; e assim 
ajuntando-se BC com EE, as duas BA, AC se ajustarão corn as duas ED, DF. E se, ajustando-se a 
base BC sobre a base EF, quisermos que os lados BA, AC se não ajuste sobre os lados ED. DF. 
mas tenham outro lugar, como EG, GF, poder-se-ão construir sobre a mesma base e da mesma parte dois triângulos, cujos lados, partindo de uma e outra extremidade da base comum, sejam iguais. Mas isto é impossivel (Pr.7.1). Logo se a base BC se ajusta sobre a base EF. os lados BA. 
ky-; 
Skreilarmente podemos provar que o Angulo UVC é também igual ao ângulo 
BWC; logo os três ângulos BWC, BUV e UVC são também iguais entre si. 
Mas se em um pentágono equilátero três 
 ângulos são iguais entre si, o 
pentágono será eqiiiângulo [XIII. 7[35 ; logo o pentágono BUVCW é equiângulo. 
ele também foi provado equilátero; logo o pentágono BUVCW é 
eqüilátero e equiângulo, e ele está sobre um lado BC do cubo. 
Logo, se fizermos a mesma construção no caso de cada um dos doze 
lados do cubo, uma figura sólida será construída e conterá doze pentágonos 
equiláteros e equiângulos, a qual será chamada um dodecaedro. 
AC devem-se ajustar sobre os lados ED, DF, e por conseqüência o angulo BAC sobre o ângulo 
EDF. Logo será BAC = EDF (Ax. 8.). (Faro [4], p. 26). 
Proposição 7. Teorema. (Livro XIII): 
Se três ângulos de um pentágono 
 equilátero forem iguais, tomados em ordem ou não, , 
pentágono sera eqüiângulo. 
Seja o pentágono equilátero ABCDE, e sejam tomados, primeiro, três ângulos em ordem, 
sendo eles, A, B e C, iguais entre si. Digo que o pentágono ABCDE é eqüiângula 
Una AC, BE e FD. Agora, como os dois lados CB e BA são iguais aos dois lados BA e AE , 
respective mente; e o ângulo CBA é igual ao ângulo BAE: então, a base AC é igual a base BE, o 
triângulo ABC é igual ao triângulo ABE, e os outros ângulos serão iguais aos outros ângulos, a 
saber, estes que os lados iguais subtendem (Pr. 4.1.), isto e, o ângulo BCA para o angulo BEA, e o ângulo ABE para o ângulo CAB; conseqüentemente o lado AF também é igual ao lado BF (Pr. 6.1.). Mas o lado AC também foi mostrado igual ao lado BE; logo o remanescente FC também é igual ao 
remanescente FE. Mas CD é igual a DE, logo os dois lados FC e CD são iguais aos dois lados FE e ED; e a base FD é comum a eles; logo o angulo FCD é igual ao ângulo FED (Pr. 8.1.). Mas o angulo 
BCA também é igual ao ângulo AEB, como foi mostrado; logo o ângulo BCD também é igual ao 
ângulo AE.D. Mas, por 
 hipótese, o angulo BCD é igual aos ângulos sobre A e B; então o ângulo AED 
também é igual aos ângulos sobre A e B. Semelhantemente podemos provar que o angulo CDE 
também é igual aos 
 ângulos sobre A,B e C; logo o pentágono ABCDE é eqüiânguto. 
Agora, sejam dados ângulos iguais não tomados em ordem, mas sendo iguais os ângulos 
sobre A, C e D. Digo que neste caso o pentágono ABCDE também é eqüiângulo. 
Una BD. Então, como os dois lados BA e AE são iguais aos dois lados BC e CD, e eles 
contêm ângulos iguais, então a base BE é igual a base .BD, o triângulo ABE é igual ao triângulo BCD, e os outros ângulos serão iguais aos outros ângulos (Pr. 4.1.), a saber, estes que os lados 
iguais subtendem; então o angulo AEB é igual ao ângulo CD B . Mas o ângulo BED também e igual 
ao angulo BDE, como o lado BE também é igual ao lado BD (Pr. 5.1.). Então o ângulo AED é igual 
ao ângulo CDE. Mas o angulo CDE 6, por hipótese, igual aos ângulos sobre A e C. Pela mesma 
razão, o ângulo ABC também é igual aos ângulos A, C e D. Então o pentágono ABODE 
eqüibrigulo. 
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O clue vem a seguir 6 necessário para compreendê-lo na esfera dada, e 
para provar que o lado do dodecaedro 6 a linha reta irracional chamada 
 apótema.  
Produza XP, e a partir dela a linha reta XZ, então PZ encontra o diâmetro 
do cubo, e elas dividem-se ao meio uma a outra, pois isto foi provado no penúltimo 
teorema do décimo primeiro livro [XI. 381 36 . 
Corte elas em Z; logo Z é o centro da esfera, a qual compreende o cubo, e 
ZP é a metade do lado do cubo. 
Una UZ. 
Agora, como a linha reta NS está dividida em média e extrema razão em P, 
e NP 6 seu segmento maior, então a soma dos quadrados de NS e SP é triplo do 
quadrado de NP [XIII. 4]. 
Mas, NS é igual 6 XZ, visto que NP também é igual à PZ, e XP à PS 
Porém, adicionalmente, PS também é igual à XU, j6 que ele também 
igual à RP, logo a soma dos quadrados de ZX e XU 6 triplo do quadrado de NP. 
Contudo, o quadrado de UZ 6 igual á soma dos quadrados de LX e MI; 
logo o quadrado de UZ é triplo do quadrado de NP. 
Mas o quadrado do raio da esfera, a qual compreende o cubo, também 
triplo do quadrado da metade do lado do cubo, pois isto foi previamente mostrado 
Proposição 38. Teorema. (Livro Xi): 
Se for um plano perpendicular a outro plano, e se de qualquer ponto de um dos ditos 
planos for conduzida uma linha reta perpendicular ao outro piano, esta reta cairá sobre a seção 
comum destes pianos. 
Seja o plano CD perpendicular ao plano Aft e seja a reta AD a seção 
 comum dos planos AB, CD. Do ponto E tomado, com quisermos, no plano CD, considere-se tirada uma reta, que seja 
perpendicular ao plano AB. Digo que esta reta deve cair sobre a seção comum AD. 
Se a dita perpendicular não for terminada na seção comum AD, cairá fora dela, como a 
reta EF. Seja F o ponto, no qual a reta EF encontra o plano AB. Do ponto F, no mesmo plano Aft tire-se a reta FG, perpendicular (Pr. 12.1.) a DA. Sera a reta FG 
 também 
 perpendicular ao plano CD, 
e a reta EG existente no mesmo plano CD, tocando a reta FG no ponto G, será reto (Def. 3.11.) o ângulo FGE. Mas também é reto o ângulo EFG, porque se tem suposto ser a reta EF perpendicular 
ao plano AB. Logo, no triângulo EFG, há dois ângulos retos, o que é absurdo. Logo, a perpendicular, que do ponto E for conduzida sobre o plano AB, não pode cair fora da seção comum AD, mas sim 
deve cair sobre ela (Faro [4], p. 237). 
em como construir um cubo e compreendê-lo em uma esfera, e provar que o 
quadrado do diâmetro da esfera 6 triplo do quadrado do lado do cubo [X111.15]. 
Mas, se o todo esta relacionado ao todo, assim 
 também está a metade 
metade; e NP é metade do lado do cubo; logo UZ é igual ao raio da esfera que 
compreende o cubo. 
O ponto Z 6 o centro da esfera que compreende o cubo, logo o ponto U 
esta sobre a superfície da esfera. 
Semelhantemente podemos provar que cada um dos outros ângulos do 
dodecaedro também esta sobre a superfície da esfera; logo o dodecaedro está 
compreendido na esfera dada. 
Digo a seguir que o lado do dodecaedro 6 a linha reta irracional chamada 
ap6tema. 
Posto que, quando NP está dividida em média e extrema razão, RP e seu 
segmento maior, e, quando PO está dividida em media e extrema razão, PS é seu 
segmento maior, então, quando o todo NO esta dividido em media e extrema razão . 
RS é o segmento maior. 
[Dessa forma, dado que, PR esta para RN, assim como NP esta para PR, o 
mesmo é verdade para o dobro também, pois partes têm a mesma razão que seus 
equimultíplices [V. 15]; logo RS esta para a soma de NR e SO, assim como NO está 
para RS. Mas NO 6 maior que RS, então RS 6 também maior que a soma de NR e 
SO; logo NO esta dividida em media e extrema razão, e RS 6 seu segmento maior]. 
Porem, RS 6 igual a UV; então, quando NO está dividida em media e 
extrema razão, UV 6 o segmento maior. 
E, desde que o diâmetro da esfera seja racional, e o quadrado dele seja 
triplo do quadrado do lado do cubo, então NO, sendo um lado do cubo, é racional. 
[Mas, se uma linha reta racional está dividida em media e extrema razão, 
cada urn dos segmentos 6 um 
 apótema irracional]. 
Conseqüentemente UV, sendo um lado do dodecaedro, é um 
 apótema  
irracional [XIII. 6]. 
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Por isto, é evidente que, quando o lado do cubo está dividido em média e 
extrema razão, o segmento maior é o lado do dodecaedro. 
Q. E. D. 
Proposição 18. 
Partir os lados das figuras e compará-los uns aos outros. 
Seja AB o diâmetro da esfera dada, e seja ele cortado em C, de tal forma 
que AC seja igual a CB, e AD seja o dobro de DB. Descreva o semicírculo AEB 
sobre AB. Pelos pontos C e D levante CE e DF, perpendiculares a AB, e una AF, 
FB e EB. 
Conseqüentemente, como AD é dobro de DB, então AB é triplo de BD. 
Convertendo37, por conseguinte, BA é uma vez e meia AD. 
Mas, o quadrado de BA está para o quadrado de AF, assim como BA está 
para AD [V. Def. 9, VI. 8], pois o triângulo AFB é eqiiiângulo com o triângulo AFD; 
conseqüentemente o quadrado de BA é uma vez e meia o quadrado de AF. 
Mas o quadrado do diâmetro da esfera também é uma vez e meia o 
quadrado do lado da pirâmide [XIII. 13]. 
E AB é o diâmetro da esfera, logo AF é igual ao lado da pirâmide. 
Definição 17. Livro V. 
Converter: Quando de quatro grandezas proporcionais se colige, que a primeira é para o 
excesso da mesma primeira sobre a segunda, como a terceira é para o excesso da mesma terceira 
sobre a quarta. Prop. E. deste Livro. (Faro [4], p 122). 
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Novamente, como AD é dobro de DB, então AB é triplo de BD. 
Mas, o quadrado de AB está para o quadrado de BF, assim como AB está 
para BD [VI. 8, V. Def. 9]; logo o quadrado de AB é triplo do quadrado de BF. 
Mas o quadrado do diâmetro da esfera também é triplo do quadrado do 
lado do cubo [XIII. 15]. 
E AB é o diâmetro da esfera; logo BF é o lado do cubo. 
E, como AC é igual à CB, então AB é dobro de BC. 
Mas, o quadrado de AB está para o quadrado de BE, assim como AB está 
para BC. logo o quadrado de AB é dobro do quadrado de BE. 
Mas o quadrado do diâmetro da esfera também é dobro do quadrado do 
lado do octaedro [XIII. 14]. 
E AB é o diâmetro da esfera dada; logo BE é o lado do octaedro. 
A seguir, trace AG pelo ponto A, perpendicular a linha reta AB, de tal forma 
que AG seja feita igual à AB; e uma GC. Trace HK perpendicular a AB, pelo ponto 
H. 
Portanto, como GA é dobro de AC, pois GA é igual à AB, e HK está para 
KC, assim como GA está para AC, então HK também é dobro de KC. 
Por conseguinte, o quadrado de HK é quádruplo do quadrado de KC, logo o 
quadrado de lados HK e KC, que 6, o quadrado de HC, é cinco vezes o quadrado 
de KC. 
Mas HC é igual à CB; logo o quadrado de BC é cinco vezes o quadrado de 
CK 
E, como AB é dobro de CB, e neles, AD é dobro de DB, então o 
remanescente BD é dobro do remanescente DC. 
Conseqüentemente BC é triplo de CD; Portanto o quadrado de BC é nove 
vezes o quadrado de CD. 
Mas o quadrado de BC é cinco vezes o quadrado de CK; logo o quadrado 
de CK é maior que o quadrado de CD; então CK é maior que CD. 
Produza CL igual à CK, e por L, erga LM perpendicular a AB, e una MB 
Agora, como o quadrado de BC é cinco vezes o quadrado de CK, AB é 
dobro de BC e KL dobro de CK, então o quadrado de AB é cinco vezes o quadrado 
de KL. 
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Mas o quadrado do diâmetro da esfera também é cinco vezes o quadrado 
do raio do circulo sobre o qual o icosaedro foi descrito [XIII. 16, Cor.]. 
E AB é o diâmetro da esfera, logo KL é o raio do circulo sobre o qual o 
icosaedro foi descrito; então KL é o lado do hexágono no citado circulo [IV. 15, 
Cor.]. 
E, como o diâmetro da esfera esta feito sobre o lado do hexágono e dois 
dos lados do decágono 
 inscritos no mesmo circulo [XIII. 16, Cor.],e AB é o diâmetro 
da esfera; enquanto KL é um lado do hexágono, e AK é igual à LB, então cada uma 
das linhas retas AK e LB é um lado do decágono inscrito no circulo sobre o qual o 
icosaedro esta descrito. 
E, como LB pertence a um decágono, e ML a um hexágono, pois ML é 
igual a KL, como também ele é igual a HK, tendo a mesma distância para o centro, 
e cada urna das linhas HK e KL é dobro de KC; logo MB pertence a um pentágono 
[XIII. 10]. 
Mas o lado do pentágono é o lado do icosaedro [XIII. 16]; logo MB pertence 
ao icosaegro. 
Agora, como FB é um lado do cubo, esteja ele dividido em média e extrema 
razão em N, e seja NB o segmento maior; conseqüentemente NB é um lado do 
dodecaedro [XIII. 17, Cori. 
E, como o quadrado do diâmetro 
 da esfera foi provado como sendo uma e 
meia vezes o quadrado do lado AF da 
 pirâmide, 
 dobro do quadrado do lado BE do 
octaedro e triplo do lado FB do cubo, então, das partes das quais o quadrado do 
diâmetro ca esfera contém seis, o quadrado do lado da pirâmide contém quatro, o 
quadrado do lado do octaedro três, e o quadrado do lado do cubo duas. 
Portanto, o quadrado do lado da pirâmide é quatro 
 terços do quadrado do 
lado do octaedro, e dobro do quadrado do lado do cubo; e o quadrado do lado do 
octaedro é uma vez e meia o quadrado do lado do cubo. 
Os citados lados, então, das três figuras, quero dizer: a pirâmide, o 
octaedro e o cubo, estão um ao outro em 
 razões racionais. 
Mas os outros dois, quero dizer: o lado do icosaedro e o lado do 
dodecaedro, não estão em razões racionais quaisquer, um ao outro, ou para os 
lados supracitados; pois eles são irracionais, sendo um a menor [XIII. 16] e o outro 
um apótema [XIII. 17]. 
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Já foi provado que o lado MB do icosaedro é maior que o lado NB do 
dodecaedro. 
Pois, como o triângulo FDB é eqijiângulo com o triângulo FAB [VI. 8 ]. 
proporcionalmente, BF está para BA, assim como DB está para BE [VI. 4]. 
E, como as três linhas retas são proporcionais, o quadrado da primeira está 
para o quadrado da segunda, assim como a primeira está para a terceira [V. Def. 9, 
VI. 20, Cor138 ; então, o quadrado de DB está para o quadrado de BF, assim como 
DB está para BA; logo, inversamente, o quadrado de FB está para o quadrado de 
BD, assim como AB está para BD. 
Mas AB é triplo de BD; logo o quadrado de FB é triplo do quadrado de BD. 
Mas o quadrado de AD também é quádruplo do quadrado de DB, pois AD é 
dobro de DB; conseqüentemente o quadrado de AD é maior que o quadrado de FB; 
logo AD é maior que FB; portanto AL é sem dúvida maior que FB. 
E, quando AL está dividida em média e extrema razão, KL é o segmento 
maior, já que LK pertence a um hexágono, e KA a um decágono [XIII. 9] e, quando 
FB está dividida em média e extrema razão, NB é o segmento maior; então KL é 
maior que NB. 
Mas KL é igual A LM; logo LM é maior que NB. 
Conseqüentemente MB, que é um lado do icosaedro, é sem dúvida maior 
que NB que é um lado do dodecaedro. 
Q.E.D. 
Proposição 20. Corolário 2. (Livro VI): 
Se a linha reta M for terceira proporcional a respeito dos lados 
 homólogos AB e FG, a reta 
AB terá para a reta M a razão duplicada (Def. 10.5.) daquela que AB tem para FG. Mas também o 
polígono ABC DE feito sobre o lado AB tem para o polígono FGHKL feito sobre o lado FG. ou 
qualquer outra figura retilinea, que quisermos feita sobre o lado AB, tem para outra figura 
semelhante, e semelhantemente feita sobre o lado FG a razão duplicada da que o lado homólogo 
AB tem para c lado homólogo FG. Logo, será o lado AB para a reta M, como a figura feita sobre AB 
para outra figura semelhante e semelhantemente feita sobre FG. Mas temos demonstrado o mesmo 
a respeito dos triângulos semelhantes (Corol. 19.6.). Logo, pode-se geralmente a fi rmar que, se tres 
linhas forem proporcionais, a prieira será para a terceira como uma figura retilinea, qualquer que 
seja, feita sobre a primeira reta e para outra figura retilinea semelhante e semelhantemente formada 
sobre a segunda. (Faro [4 ], p. 172). 
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Digo a seguir que nenhuma outra figura, além das cinco figuras citadas, 
pode ser construída, estando encerrada por figuras 
 eqüiláteras e eqüiangulares 
iguais entre si. 
Pois um ângulo sólido não pode ser construido com dois 
 triângulos, nem 
com dois planos certamente. 
O Angulo da pirâmide esta construido com três triângulos, com quatro o 
ângulo do octaedro, e com cinco o Angulo do icosaedro, mas um ângulo sólido não 
pode ser formado por seis triângulos 
 equiláteros e eqüiângulos colocados juntos 
em um ponto, pois, o Angulo do triângulo equilátero é dois terços do ângulo reto, e 
os seis seriam iguais a quatro ângulos retos: que é impossível, pois qualquer 
ângulo sólido está formado por 
 ângulos menores que quatro ângulos retos [Xl. 
21]39 . 
39 Proposição 21. Problema. (Livro XI): 
Os ângulos planos, qualquer que seja o número deles, que formam um ângulo sólido, 
todos juntamente tomados são menores que quatro 
 ângulos retos. 
Seja primeiramente o Angulo sólido A formado pelos três ângulos pianos BAC, CAD, DAB. 
Digo que os ângulos BAC, CAD, DAB tomados juntos são menores que quatro ângulos retos. 
Tomem-se, como se quiser, nas retas AB, AC, AD os pontos B, C, D, e tirem-se as retas 
BC, CD, DB. Como o ângulo sólido B é formado pelos três ângulos pianos CBA, ABD, DBC, dois 
destes ângulos, quaisquer que sejam, tomados juntos, serão maiores (Pr. 20.11) que o terceiro. 
Logo, os dois ângulos CBA, ADB são maiores que o ângulo DBC. Do mesmo modo os dois BCA, 
ACD são maiores que DCB e os dois CDA, ADB são maiores que BDC. Logo, os seis ângulos CBA, 
ABD, BCA, ACD, CDA, ADB tomados todos juntamente serão maiores do que os três DBC, BCD, 
CDB também tomados juntos. Mas os três DBC, BCD, CDB são iguais (Pr. 32.1.) a dois retos. Logo, 
os seis ângulos CBA, ABD, BCA, ACD, CDA, ADB, são maiores que dois retos. E como os três 
ângulos de cada um dos triângulos ABC, ACD, ADB são iguais a dois retos; os nove 
 ângulos CBA, 
BAC, ACB, ACD, CDA, DAC, ADB, DBA, BAD dos ditos três triângulos serão iguais a seis ângulos 
retos. Mas seis destes ângulos, isto 6, os ângulos CBA, ACB, ACD, CDA, ADB, DBA, são maiores 
que dois retos, como já se tem demonstrado. Logo, os três, que ficam e que formam o ângulo sólido 
A, isto 6, os ângulos BAC, CAD, DAB, serão menores que quatro 
 ângulos retos. 
Seja agora o Angulo sólido A formado por quantos ângulos planos quisermos, como, por 
exemplo, pelos ângulos pianos BAC, CAD, DAE, EAF, FAB. Digo também que todos estes ângulos 
tomados juntos são menores que quatro ângulos retos. 
Sejam cortados os planos, em que existem os ditos 
 ângulos, por qualquer outro plano, e 
sejam as retas BC, CD, DE, EF, FB as seções comuns de todos os planos. Como o ângulo sólido B 
é feito pelos três ângulos planos CBA, ABF, FBC, dois destes ângulos, tomados como se quiser, 
serão sempre maiores que o terceiro. Logo, os dois CBA, ABF são maiores que FBC. Pela mesma 
razão, cada dois ângulos planos formados nos pontos C, D, E, F, os quais ângulos são adjacentes 
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Pela mesma razão, nenhum ângulo sólido pode ser construido por mais 
que seis ângulos planos. 
O ângulo do cubo é formado por três quadrados, mas por quatro seria 
impossível que o ângulo sólido fosse formado, porque novamente seriam quatro 
ângulos retos. 
O angulo do dodecaedro é formado por três pentágonos equiláteros e 
eqUiangulares, mas por quatro semelhantes seria  impossível que o ângulo sólido 
fosse formado, pois, o ângulo do pentágono equilátero é um ângulo reto e um 
quinto, e quatro ângulos seriam maiores que quatro  ângulos retos, que é 
impossível.  
Novamente nenhum ângulo sólido pode ser formado por outras figuras 
poligonais pela mesma razão absurda. 
Consequentemente etc. 
Q.E.D. 
As bases dos triângulos, que têm como vértice comum o ponto A, são maiores que o terceiro feito no 
mesmo ponto que os outros dois, e que sempre vem a ser um ângulo do polígono BCDEF. Logo, 
todos os ângulos existentes sobre as bases dos triângulos, cujo vértice comum é ponto A, tomados 
juntamente, são maiores que todos os ângulos do polígono BCDEF, também tomados juntos. Mas, 
como todos os ângulos dos ditos triângulos, tomados juntamente, são iguais a duas vezes tantos 
retos, quantos são os mesmos triângulos, isto 6, quantos são os lados do polígono BCDEF, e além 
disto todos os ângulos de qualquer polígono, juntamente com quatro retos, são iguais a duas vezes 
tantos retos, quantos são os lados do polígono (1. Cor. 32. 1.); serão todos os ângulos dos ditos 
triângulos, tomados juntamente, iguais a todos os ângulos do polígono também tomados juntos, e 
mais a quatro retos. Mas já se tem demonstrado que todos os ângulos, existentes sobre as bases 
dos ditos triângulos, são maiores que todos os ângulos do polígono BCDEF. Logo, os outros 
ângulos dos mesmos triângulos, que formam o ângulo sólido A, devem ser menores que quatro 
retos. Fica pois demonstrado que os ângulos planos, que em qualquer número formam um Angulo 
solido, tomados juntamente, são menores que quatro ângulos retos. (Faro [4], pp 208-10). 
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LEMA 
Mas, podemos provar assim, que o ângulo do pentágono equilátero e 
eqüiângulo é um ângulo reto e um quinto. 
Seja ABCDE um pentágono equilátero e eqüiângulo e seja o circulo 
ABCDE circunscrito sobre ele. Seja F o centro do circulo e estejam unidos FA, FB, 
FC, FD e FE. 
Então eles dividiram ao meio os ângulos do pentágono em A, B, C, D e E 
E, como os ângulos sobre F são iguais entre si e são iguais a quatro 
ângulos retos, então um deles, como o ângulo AFB, é um ângulo reto menos um 
quinto; logo os outros ângulos FAB e ABF consistem de um Angulo reto e um 
quinto. 
Mas o ângulo FAB é igual ao angulo FBC, consequentemente o ângulo 
ABC do pentágono consiste de um ângulo reto e um quinto. 
Q. E. D. 
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2.1.4. Contribuição de Papus 
Papus de Alexandria compôs em 320, aproximadamente, uma importante 
obra entitulada Coleção (Synagoge). A Coleção era composta de oito livros; e os 
seis remanescentes são um verdadeiro tesouro geométrico, sem os quais, algumas 
preciosas informações da  matemática grega possivelmente não teriam sido 
transmitidas a civilizações posteriores. Exemplo disto é o livro V, único registro da 
descoberta por Arquimedes dos treze  sólidos semi-regulares (os arquimedianos). 
Além disto, Papus fez sugestões, novas provas e lemas suplementares a obra de 
seus antecessores, como por exemplo, a obra de Euclides, em Comentários sobre 
os Elementos. 
Apresentou-se aqui, sinteticamente, as sugestões de Papus aos problemas 
apresentados por Euclides  (esboçados na seção anterior) nas proposições XIII, 
XIV, XV, XVI e XVII do Livro XIII de Os Elementos. 
Nestes e noutros problemas, Papus usa de uma maneira um tanto ortodoxa 
em seus procedimentos, através de análise e síntese. Na análise, ele parte do 
problema como se já estivesse resolvido, e a partir dai avalia suas conseqüências 
até alguma coisa que possa ser aceita como resultado de 
 síntese; ou seja, é uma 
solução ao contrario. 
Apresentou-se aqui, apenas a 
 síntese das soluções propostas por Papus 
aos problemas de Euclides; as análises podem ser encontradas em Heath [7]. 
Tetraedro — Para inscrever uma 
 pirâmide regular em uma esfera dada. 
Papus vale-se de dois setores circulares iguais e paralelos entre si, dispostos 
diametralmente opostos, em uma esfera. 
A 
Figura 120 — Construção do Tetraedro segundo Papus. 
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Para obter este resultado, Papus sugere que sejam esboçados dois setores 
paralelos de diâmetro d', em uma esfera dada, de  diâmetro d, tal que cr2=(2/3)d2 . 
Isto pode ser obtido, dividindo-se o diâmetro BL qualquer da esfera, em P, tal que 
LP=2PB, e em seguida, levantando PM perpendicular a LB, encontrando o grande 
circulo LMB da esfera, em M. Então LM21B2=LP:LB=213. 
Posteriormente, perpendicularmente a MB, devem-se traçar os setores M e 
B, e esboçar os seus diâmetros LM e AB. 
Por Ultimo, pelo ponto médio K, de LM, deve-se traçar CD perpendicular a 
LM. 
Unindo-se convenientemente os pontos que tocam a esfera, obtém-se a 
pirâmide regular (ou tetraedro) ABCD. 
Octaedro — Para inscrever um octaedro em uma esfera dada, Papus utiliza 
dois setores circulares iguais e paralelos na esfera, de forma que ambos 
circunscrevam duas faces opostas do octaedro. 
Faz-se necessário inicialmente traçar dois setores circulares iguais e 
paralelos entre si, com diâmetro d', tal que d2=(3/2)ce, onde d é o diâmetro da 
esfera dada. 
Figura 121 - Construção do Octaedro segundo Papus. 
Em seguida, faz-se necessário inscrever um triângulo equilátero ABC em 
um dos dois círculos. No outro circulo, deve-se traçar EF igual e paralelo a AB, 
porém em lados opostos ao centro da esfera, e em seguida, completar o triângulo 
eqUilátero DEF inscrito no circulo. 
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Unindo-se convenientemente os vértices dos triângulos  equiláteros, obtém-
se o octaedro ABCDEF. 
Cubo — De igual forma, Papus vale-se do dois setores circulares iguais e 
paralelos para traçar o cubo. 
Figure 122 - Construção do Cubo segundo Papus. 
Novamente se faz necessário, inicialmente, como nos casos precedentes, 
traçar dois setores circulares paralelos, ambos com  diâmetro d', tal que d'2 =-(2/3)d2 , 
onde d é o diâmetro da esfera dada. 
Em seguida, deve-se inscrever em um dos  círculos, um quadrado ABCD; e 
no outro circulo, traçar FG igual e paralelo a BC, onde a partir de FG, deve-se 
completar o quadrado EFGH inscrito no circulo. 
Desta forma, os oito vértices do cubo ABCDEFGH estão determinados. 
lcosaedro — Esta solução difere consideravelmente da de Euclides; 
considerando que Euclides usa dois setores circulares da esfera para inscrever os 
pentágonos requeridos para sua construção, enquanto Papus usa quatro setores 
circulares paralelos, onde sobre cada um deles faz repousar três vértices do 
icosaedro. 
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Figura 123— Construção do icosaedro segundo Papus. 
Sendo d o diâmetro de uma esfera dada, devem-se tragar os segmentos x 
e y, tais que d, x e y correspondam respectivamente aos lados do pentágono, 
hexágono e decágono (todos regulares) inscritos no mesmo circulo. 
Em primeiro lugar devem-se traçar dois setores circulares, DEF e KGH, 
iguais e paralelos na esfera, com raio igual a r, onde r2=x213, e depois, dois outros 
setores circulares ABC e LMN, com raio igual a r', tal que r'2=y2/3. 
Nos círculos DEF e KGH, traçar EF e KH, respectivamente, como lados de 
triângulos eqUiláteros inscritos, de forma que sejam paralelos entre si, e estejam 
em lados opostos aos centros; e nos círculos ABC e LMN, traçar AC e LM, 
respectivamente, como lados de triângulos eqUiláteros inscritos, paralelos entre si e 
EF e KH, e tal que AC e EF tenham seus lados opostos aos centros, e igualmente 
KH e LM. 
Completando a figura, obtém-se o icosaedro regular. 
Dodecaedro — Aqui Papus também se vale de quatro setores circulares da 
esfera, paralelos entre si, onde repousam, sobre cada um deles, cinco vértices do 
dodecaedro. 
1 12 
Figura 124 — Construção do Dodecaedro segundo Pa pus. 
Sendo d o diâmetro de uma esfera dada, devem-se traçar x e y, tais que d, 
x e y, sejam proporcionais (respectivamente) aos lados do pentágono, hexágono e 
decágono (regulares), inscritos em um mesmo circulo. 
Em seguida, faz-se necessário encontrar duas sessões circulares na 
esfera, de raios r e r', onde r2=x2/3 e r'2=y2/3. 
Na mesma metade da esfera, deve-se traçar o circulo FGHKL com raio r e 
o circulo ABCDE com raio r', e na outra metade, deve-se traçar, respectivamente, 
paralelos e iguais a estes, os círculos MNOPQ e RSTUV. 
Nos dois primeiros círculos devem-se inscrever pentágonos regulares, com 
seus lados respectivos paralelos, ED sendo paralelo a FL. 
Sobre o outro lado do centro, nos outros dois círculos, devem-se traçar 
cordas iguais e paralelas; de forma que ST seja igual e paralela a ED, e PO seja 
igual e paralela a FL. Posteriormente, faz-se necessário completar os pentágonos 
regulares sobre ST e PO, inscritos nos círculos. 
Assim, todos os vértices do dodecaedro regular estão determinados. 
Em todos os casos, a prova da confiabilidade das construções está clara na 
análise feita por Papus. 
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Apêndice 
Ao leitor, que desejar maiores informações acerca do conteúdo aqui 
apresentado, seguem as seguintes  sugestões: 
• A quase totalidade das perspectivas, planificações e projeções dos sólidos 
apresentados na Parte 1, podem ser encontrados em [3]. Nesta obra 
encontram-se ainda informações adicionais, como o ângulo sólido formado 
junto aos vértices destes poliedros. 
• A filosofia de Platão e a sua associação com a matemática podem ser bem 
compreendidas nos comentários apresentados em [8]; 
• Os itens 2.1.3. e 2.1,4. (como esta dito na parte introdutória destes) devem ser 
observados em [4) e [71 e 
• A parte histórica, relacionada aos gregos como um todo, encontra um excelente 
amparo em [61. As referências [1] e [101 complementam as informações 
históricas. 
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Conclusão 
A área em que a presente investigação atua 6 bastante ampla, e a 
pesquisa pormenorizada de qualquer um de seus itens, mesmo os aqui 
apresentados, pode suscitar outros trabalhos desta natureza. No entanto, pode-se 
adiantar aos futuros garimpeiros destas preciosas pedras geométricas, algumas 
das dificuldades que são inerentes a esta busca: 
• As fontes de informação devem ser investigadas quanto a sua idoneidade. A 
rede mundial de computadores (intemet) representa hoje a maior fonte de 
consulta corn acesso imediato; no entanto, proporcional ao volume de 
informação está o descompromisso com a sua qualidade, sua veracidade; 
• Outro grande problema pode ser minorado com o relativo conhecimento de 
linguas estrangeiras. 0  nível de divulgação desta área da matemática, no 
Brasil, 6 inexpressivo, seja na Internet, seja em livros e 
• Outra dificuldade, que certamente não é  privilégio da matemática, é o tempo. 
Um único semestre é pouco tempo para se fazer um trabalho de conclusão de 
curso que objetive ocupar outro lugar que não a gaveta. 
Não caberia a este espaço atribuir a este ou aquele tais responsabilidades, 
mas é oportuno deixar a sugestão de que se procure produzir mais, com qualidade, 
e que destes resultados se faça uma boa divulgação. 
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